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CAPITOLO III. 

GEOMETRIA TRASCENDENTE 
ARTICOLO I. 

CURVE DI l!» ORDINE 



C* est à la considération dei courbet qu'on 
doit le» principale* mithodes de Vanalyse, 
Lugnange Cale, dei Fonct. Lecon ti p. *3. 



Nozioni Preliminari. 



§. 367. JLjinea curva è un sistema di rette 
infinitesime comunque fra loro inclinate, e può 
concepirsi generata da un punto che percorre 
una serie di successivi spazj , ciascuno in una 
particolar direzione, e minore d'ogni quanti' 
tà assegnabile. (*) 

(*) Prescindendo da questo concetto si cadrebbe nelP assurdo Leibni- 
ziano di comporre V estensione di monadi inestcse , cioè la lunghez- 
za di punti non lunghi. Monge ( Feuilles d* Anal. n.° 4. 0 ) è partito da 
un'idea conforme a quella da noi annunziata, e Lagrànge (Cale, dts 
Fonct. Lecon ai ) dice che ló spirito del Cale. Ditf> suppone le 
curve formate di rette infinitesime. 

Le seg. definizioni 1 .« è curva una linea i cui suecessivi punti sono oV- 
versanunte situati fra loro ; a.* una linea che nmn i retta né composta 
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La curva è regolare se la distribuzione de' 
suoi punti o la sua generazione , va sottopo- 
sta ad una legge costante: se ne acquista una 
superficiale icìea descrivendola con un sicuro 
e facile meccanismo , ma una completa nozio- 
ne è riposta nell'eq. frale coordinate de' suoi 
punti , e questa si ottiene in due maniere : 
ì.° rapportandoli a due oggetti fissi, sempli- 
ci e dati di posizione , quafi sono i punti , le 
rette , gli angoli ed i piani , ed esprimendo , 
per mezzo ai qualche proprietà a* altronde 
nota , l' anzidetto rapporto: 2. 0 ricavandola dal 
simbolo generale dell'eq.* fra due indeterminate. 

Una curva è algebrica o trascendente ; può 
essere esponenziale o interscendente: Spettano 
alla i.« classe quelle la cui eq. dipende dalle 
sole sei operazioni fondamentali dell'algoritmo 
algebrico 5 alla 2.* se trovasi affetta da fun-* 
zioni logaritmiche o trigonometriche: un espo- 
nente variabile caratterizza le altre due classi; 
la 3.* se razionale , se irrazionale la 4.» 

Le linee si distinguono in ordini. Al 1 .° ap- 
partiene la retta ; il 2. 0 comprende le curve 
di 1 • genere , la cui eq. generale è 

Aj^+Bxj+C^+Dj+Ear-j-F^o .... (a) 

Le curve di 2. 0 genere costituiscono le linee 
di 3.° ordine e sono espresse con l'eq. 

* . 

di rette j 3.° è curva la traccia segnata, da un punto che si muove con 
qualunque legge, non sono ammissibili: la*. 0 ha pur anche il difet- 
to di essere negativa ; la 3. * è inadequata e può riferirsi ad un poli- 
gono composto di un finito o.° di lati. 
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Bisogna però che 1* eq. non sia risolubile in 
fattori razionali , perchè in tal caso essa rap- 
presenta un sistema di più linee. Tal è 
jr* **ay-xy-\-ax^=o che equivale ad (y-x)(y~a)~o 

Dividendo' per un coefficiente tutti i termi- 
hi si scuopre che i coefficienti necessari per le 
linee degli ordini, i.° , 2. 0 , 3.° , 4-° ec- sono re- 
spettivamente* 2, 5, 9, 14 ec. Sembra dun- 
que che '/•(/i+i)(7H-2)— 1 punti dati debba- 
no bastare per costituire la forma e la posi- 
zione di una linea dell* ordine n. esimo , perchè 
sostituendo successivamente nelPeq. le due coor* 
dinate di ciascun punto , si ottiene un n.° di 
eq.* eguale a quello de' coefficienti. Ciò infatti 
succede per rapporto alle linee di i.° ordine 
( §. 332 ; ed anche , come presto vedremo , 
gì quelle di 2. 0 , ma un tal canone non si esten- 
de agli ordini superiori , e la ragione si è che 
non tutte l' eq.* sopra indicate riescono diver- 
se o conciliabili. Schiariremo questa verità nelV 
Art. sulla intersezione delle curve. 

fi. 368. Centro di una curva è un punto C 
del suo piano , dove ogni corda MM' (F. a 94) 
rimane bipartita. Condotta una 2. a corda A Gì 
si tirino ad essa le perpendicolari MP, M'P' , 
ed in forza de* trigoni eguali si avrà , prescin- 
dendo dal segno , 

CP(=x>=CP<(=-x); MP(-j)-M'F(^-j). 

Dunque l'eq. di una curva dotata di cen- 
tro non si altera sostituendovi — x,— y per x,y, 
e viceversa. In tale ipot. l'origine è nel cen- 
tro. Affinchè l' eq. (a) spetti ad una curva come 
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sopra, bisogna dunque che manchino i ter- 
mini Dy , Ex , o che questi , con una conve- 
nevole traslocazione degli assi possano elimi- 
narsi . 

Una trasversale che bipartisca un indefinito 
sistema di corde parallele dicesi diametro. Esso 
ha in conseguenza la proprietà di bipartire la 
superficie compresa nel perimetro nella cur- 
va. Due diametri diconsi coniugati quando uno 
bipartisce le corde parallele all'altro. 

Per avere l'eq. di un diametro si ponga in (a) 

sistema equivalente ad una trasversale 
jr— j /== fli(x— x,) (335): nella trasformata 

V[Àro'+B/ra+C]J a + 

*[ (2 Am+B)/ y +(Bm+2C) Dm-f-E ] J-f- 

Ajr/ +Bxj t +Cx; +T)y,+Ex r \-F*=o... (a) 

si faccia =0 il coefficiente di e siccome, in 
forza di tale ipot. i valori di S risultano egua- 
li e di segno contrario, è 

(2A7n+B> / +(Bm+2G> / +Dm-i-E"0 ... (a") 

il luogo geometrico di tutti i punti ohe bipar- 
tiscono la trasversale e le sue parallele, cioè 
l' eq. di un diametro . La conclus ione prec. 
suppone reali i valori di qualunq ue sia il 
segno ed il valore di B , C , m ; e ciò può sem- 
pre ottenersi collocando gli assi coordinati in 
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guisa che l'ultimo termine Ay?— ec.+F dell' 
eq. (a ) risulti negativo se positivo è il coeff. tc S • . 

§. 369. Le proprietà di una curva sono indipen- 
denti dagli oggetti a cui vien riferita: variando- 
li si modifica la forma non il significato dell' 
eg. che la rappresenta , e la modificazione di- 
viene interessante se giova a qualche uso par- 
ticolare , o conduce ad un' espressione aella 
massima semplicità. Gli artifizi di tal natura, 
mentre presentano la curva sotto diverso aspet- 
to , notabilmente ne agevolano la discussione 
e le applicazioni. 

Sieno At y Au( F. a 84 ) i nuovi assi, AN(=j), 
MN(=w) le nuove coordinate : conducasi NQ 
perpendicolare T$n parallela ad Ax, e siccome 

AQr=tcos.t!x, N/i(=QP)= w coLu.x 9 

NQ(=wP)=*. senape. Mn=u.sen.u.x , 

si avrà , per sostituire alle coordinate rettan- 
gole Xyjr le obblicpangole l 9 u , il sistema 

A A \ 

x—a-^t cos.t.x-\-u cos.u.x f T 

/> 1 A 1 A > • • • * 

y = rH~' sen.t.x-f-u sen.u.x i 

dove « 3 |3 sono le coordinate della nuova origi- 
ne qualora ella subisca traslocamelo. L' espres- 
sione di t , u , che dal prec. sistema si dedu- 
ce, serve alla trasformazione contraria. 
Cangiando il solo asse Ax in At , e I* ori- 

Sine, si ha u.x=*ur ed il sistema superiore 
iviene 
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{ x—tt~Yt.cos.Lx ,y—$-\-u+tsen.t.x } . . 4 H 

dove fassi *=o se l'origine si trasferisce lun* 
go l'asse Aj, si fa /3=o se si trasferisce lun- 
go Ax (*) . 

I sistemi I , III, sin qui adottati per trasfor- 
mare l 1 eq. di qualsivoglia curva algebrica , sup- 
pongono la curva già riferita a due assi ret- 
tangoli. Il metodo che passiamo ad esporre , 
incidentemente giustifica V ipot. di cui si trat- 
ta , e conduce con la massima semplicità ad 
una trasformata del tutto opportuna. 

Risolvendo (a) per y si ritrae 

b A 9 A 9 4 A* 9 

* z(BD-*AE) i = D % -f\AF 

5 Ta* — 9 

e per costruire i punti M , M' della curva (F* 85) 
altro non si richiede che aggiungere 
Hfc V(kx % +/jM-A alle ordinate rettangole della 
retta DG (asse delle t) espressa dall'eq. y=gx+h* 

(*) Il sistema II è il più semp ice ed il più vantaggioso. Sostituendo 
alle *,y un nuovo sistema di coordinate rettangole * , u , risulta 

A . A A A A A 

fi V«T + l ' x » cot.ujc e -*«z.f.* , sen.u.x. fi Cffjjr, 

ed il Eterna I si cangia in 

. A A 

.r=a-|-/.co,?./..r— uSen.Lx 

nt A A 
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... « 

%ì ha W= i u x quando B=o , ed in tal caso 
ì) G è pallela ad Ax , e distante da quest' asse 
delia quantità h : bisogna che sia D=o perchè 
la DG confondasi con kx. 

Qualunque sia il valore di B ,D, l'eq. (1) 
si riduce alla forma y* ^kx % '-\-ix + l collo- 
cando V origine A in B e portando Ax in Bx 

sicché abbiasi AB (=^/3)=7i , e tan. t. x=g. Ciò 
si. ottiene con trasformare la proposta per mez- 
zo del sistema II modificato con l'ipot. «=o , 



giacché il traslocamento dell' origine lungo Passe 
Ay non porta variazione in x. La risultante, 
siccome MP (=j) equivale 

àd MQ(==tt)+Qm(==f Sen. t.x) -f- wP (=/3) , 



Aw'-h (2 A j<?tz. /.or -J- B cos. t.x) u + 

A A A ^ A 

(A sen? t.x-\-1ì sen. t.x cos. t.x C co*." f..r) t 

(2 A/3+D) [(2 A/3 + D>ot. tir + (B^lE) co*. Ux\ 1 + 
Aj3 É + D/3 + F=o....(i) 

e per avere la trasformata richiesta si dee sod- 
disfare all' eq.* 

• * * * ■ * 

2 A sen. ttx + Bcoj. ux = o , 2AP + D=o, 

A g D 
per lo che basta fare tan. t.x—— ~ 9 p=s— — • 

Profittando della i. a del sist. Il pongasi 

per t , si cangi u in y , dividasi per A , 



A 

«WS. f.* 
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ed avvertendo che in forza dell' eq. ipotetica 
2 A/H-D—o , V ultimo termine si riduce ad 
'U D (ò+F , si avrà 

4>j »=r(i?»-^C)x«+a (BD-iAE) x+ come ce (*) 

§. 370. Due casi qui debbonsi distinguere 1 
che sia 4 AC^B* ed allora la ridotta y=i x -\-l f 

sostituendo x— -£ in vece d' x diviene v*=ix 

ossia 4Ay+(2BD-4AE)jr— o. 2.0 Che abbia- 
si 4 AC>ov.<B/ Neil' una e nell' altra di que- 
ste ipotesi giova profittare anche dell' indeter- 
minata a del sistema II. V operazione si rende 
più semplice sostituendo in primo ludgo jr-J-* 
per x ed f-j-fi per j, il che trasforma. T eq. 
[a) in * 

A7' + Bx r |G^ + (2AM*+D) tr | 
(a& + B0 +E) x + A/3'+B*/2 + Ca !|])||KjJSi +F=o. 
Pongasi ' 
$2 A p+B«-}-D=o , 2 C«+B =0} . . . (2) 

e perchè la somma di queste , respettiva] 
te moltiplicate per |3 , a , somministra 

Aj3-|-B*0-j- Ca'= - « (D/H-E« ) 

-- 

si ha la ridotta 



(*) I valori reali d' x dati dall'eq. hx* \. ix+l di o determinano i limiti NJf r 
nei senso delle /. Trattandosi di un'ellisse come si è supposto nella 
Fig.* , al punto k % intermedio ad E^E', corrispondono i limiti 0,0* 
nel senso delle y , e facilmente ai prova che ÓC0' è diametro co- 
niugato per rapporto ad JNCN 
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Ay+Bjr r +C^-M- (D/3+E*)+F--==o , 
che indichiamo p 

Ba^+Cx*+O=o > . i , (3) 

Facciasi x±=t cos. t!x> y *=u *f- 1 sen. tx 9 e sarà 
Àfc*+ (2 k$en> Lx*\- Bcos. t.x) t u *\* 

A A A A 

(A sen'Lx +B$en. Lxcos.Lx<i-Ccos?l.x) f+G~o 

eq. i cui primi tre termini coincidono con 
quelli del}' eq* (1) V evanescenza del 2. 0 ter- 
mine dipende per conseguenza dalla solita 

A 

ipot. tam t.xi=~- B: 2 A. Si appura G rica- 
vando a , /3 dall' eq.* (2) ; cioè j 

C * ■ AE-BD R BE-2CD? 



e 8 ihàG=F4- AE '- CP< . 

Altro noa resta che sostituire JL. per 

cos. 

B A 

t , — _ per te/2* /.a: , e cangiare u in y onde 

ottenere ; 

(4AG-BV+4Ay ^AF + 4^|^2=o f . . 0) 

Questa, el'eq. 4Ay+(2BI>4AE)jr=o ....(c) 

sono le più semplici trasformate > esprimenti 
tutte le curve comprese nell'eq. (a) ed hanno 
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il pregio di essere affette da coefficienti cogniti 
e razionali (*) Per comodo le porremo sotto 
la respettiva forma 

M^+Nr^Q.:. (d) ; Ky+Vx=o ...(e) 

La i. a è insignificante se 3Vfc>o,N>o e Q<o, 
ma prescindendo da questo caso ella rappre- 
senta una curva chiusa che dicesi ellisse. 

Infatti la x non può crescere oltre un 
certo limite senza che la y divenga imma- 
ginaria. 

L* ellisse degenera in circolo quando N 
diviene = M ( fl che , a tenflre delle for- 
inole ottenute sul fine della nota prec. , suppo- 

iO Ewi, come vedremo, anche # una ridotta della forma x/SSJT, ma 
dessa spetta ad una curva compresa nell" eq. (d). 

Se avessimo sottoposta 1* eq. (3) alla trasformazione indicata dal siste* 
ma III saremmo giunti con più laborioso calcolo alla trasformata 

{A sen.* t.x \B sen. t.x cos. t!x | C cosata) t* | 

l*(A-C) se». t.x cos. tlx \ B (cos.* teseti.* fi)] in tul 

_ . A A A A 

{A cos.* t.x B sen. t.x cos. t.x | C sen.* l.x] ««4 

'*.(0/3 + Ea) + *eo; 

L' eq. %(A-C) sen. t.x cos. tx \ B (cos* Lx-sen.*£x) -3 *> 
B 

facendo A » ci avrebbe dato 



• sostituendo il quadrato di questa formola e quella che ne de riva' 

A A A 

per sen.* t.x e sen. *.* cos t.x ne' coefficienti di t* , ci sarebbe ot. 
tenuta per essi la respettiva espressione 

'/. ^A+G-V(A-C)» + B» U[a + G|.V(A-C)* + B» \. 

» 

che oltre di essere molto incomoda è anche quasi sempre irrazionale: 
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ne C=A e B=o) , poiché l' eq. y* -f- x* = 2 , 

dove x = all'ascissa centrale CP , CP' , ec. 
(F.* i3) jV= alla respettiva ordinata rettangola 
MP , M"P' , ec. , dimostra che tutte le possibili 
ipotenuse o raggi CM, CM" ec. sono eguali a 

V§. 

Qualora N<o qualunque sia il segno 
di Q , a ciascuno de valori x=<* , ,r=— « cor- 
risponde un doppio infinito valore d*y, la 
curva lia quattro rami infiniti e dicesi iper- 
boia . 

Passando a contemplare la forinola (e) si 
vede ch'essa mai non risulta insignificante, per- 
chè può sostituirsi — x ad x quando P < o ; 
in conseguenza ella si riferisce ad una curva 
dotata di due rami infiniti; Tal è la curva cui 
si dà il nome di parabola. (*) 

I respettivi criterj da'quali dipende che Tea. (a) 
rappresenti il circolo, l'ellisse, la parabola e 
l' iperbola , sono pertanto : 
C-A e B^o ; 4AC>B* ; 4AG=B^ 4AC<cB* . 

Talvolta ci gioverà cangiare le (d) , (a) in 

^M-p i • • • (d ') ; y % = px.... (e f ) . 

(*) Leinzidette curve, eccettuato il circolo , furono scoperte da Pla- 
tone. Ei le comprese tutta e quattro sotto il nome di sezioni coni 
che , perchè le riscontrò sulla superficie di un cono retto segato con 
un piano. Questa geometrica indagine, allora difficilissima, tenne 
lungamente occupati i matematici, Apollonio fu il primo a contem- 
plare le sezioni di qualunque cono di base circolare. Streno Ate- 
niese dimostrò , a disinganno di moltissimi , che può determinarsi 
un cilindro e questo segarsi in guisa con un piano , che il contor- 
no della sezione coincida con una data ellisse conica . Tratteremo 
delle anzidette sezioni nella, teoria delle superficie curve a cui etr* 
appartengano. 
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§. 371 Trattandosi di due curve dotate di 
centro, se il diametro (a") (368) incontra ad 
angolo retto le corde cne bipartisce, cioè la 
retta y~mx , parallela alla trasversale 
y—yr^m (x—x*), è certo ch'esistono due dia- 
metri coniugati rettangoli: ma ciò dipende 
(332 lin. ultì) dalla condizione 

e questa dà m = ± | A- C ± V(A-C)' + B^ , 
cioè due valori reali per m : dunque ec. 

< 

Cerchiamo un' eq, atta a determinare la gran- 
dezza A degli anzidetti diametri. 

Fatto y=mx l'eq. (3) diviene 

x*(Am' +Bw + C)+G=o: 

D'altronde A* + j* )=,r* Or™* ) : dunque 

(Am* +ft»+e)A t +G(i+m* )=o, cioè 

[m(Am+ > B)+(* Bw+C)] = o ; 

e perchè dall' eq, (5) risulta 

Am+ ^B*=m('j.Bw+C), 
dividendo per 1 +w* si ottiene 

\ 

Digilized by 



i5 

Cosi 1* eq. ( 5 ) si cangia in 

(A/» + «a)^fmG = o 



e dà m=— «/• 



B A' 



pongasi questa espressione nell' eq. (6) e si avrà 
l'eq. richiesta 

(4AC-B* ) A4 +4 (A+C)G A- + 4 G» =o....(/) 
Da essa infatti si dediice 

i 

quantità sempre reale e sempre positiva , per- 
chè 1' esistenza del diametro suppone talmen- 
te collocati gli assi coordinati che sia G < o 
(368) , con dizione da cu i risulta à % >o perchè 

A + C> V<A-C)» + B» se 4 AC>B« .NeUlpot 

contraria è positivo il fattore 2 G , e tale il 

spio valore -(A+C)+V(A-C)» -+-B* . 

Quando 4 A G=B» V eq. (/) dà un solo va- 
lore per A, cioè Y-iL , e dimostra che non 

esiste diametro coniugato, 

$> 3j2. Sia D un semidiametro di una cur- 
va dotata di centro, y^mx la retta che ne 

determina la direzione. L'angolo xy essendo 
qualunque, abbiamo 

D*(=r s +^4 2 & cos. *^)==#*(m* + i |2 mcosJy), 
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e profittando dell' eq centrale px % «f 7)^=1 é 
trasformata in x % (p\-qm*)=\ , si ottiene 

Ti» = ™' + 2 cos. x.y.m + 1 . 

?+7^ ■ * 

m % (q D a — 1 )— 2 coj . avr,m = i — pD" . 

Questa eq. prova che due sono le posizioni 
in cui un semidiametro D può supporsi. Esse 
riduconsi ad una quando il diametro diviene 
perpendicolare ad A.r , e per esprimere l egua^ 
glianza tra' valori di m basta supporre 

cos*x.y=(qD % —\)(j)D % — \) % 
+ Scrivendo A per D si ha pertanto 

pq & A — (p-\-q) ù* —cos % x.y + i=o A 
eq, le cui risolventi 

sono reali positive, perchè 

*P<l>2pq {? cos. % x.y—i ) se ^>o; 

una positiva , V altra negativa se p<o f e fa^ 

cendo 

= _ , q = si cangia in 

I valori di a* dicansi ±r£* , e si avranno. 
(T. I. 89) I 1 eq.* 
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I a* ± b % = a* ± b* y ab=a t b ì sen. x.y g. . . (g') 

il cui significato costituisce i celebri teoremi di 
Apollonio relativi alle curve dotate di centro , 
cioè : 

I. Che la somma de' quadrati degli assi nella 
ellisse , la differenza nelV iperbola^ eguaglia la 
simile funzione de* quadrati di due diametri 
coniugati . 

II. Che il rettangolo degli assi equivale al 
rombo costruito su i diametri coniugati. 

Giova osservare che la 1 .* delle (§') ±. il dop- 
pio della 2.* dà 

a-\-b— V(« a +£ a i b / sen. xy) 

a—b=' / ^(a*'\-b i % —2a J b i sen.x.y) 

Del Circolo. 

§. Sia fi l'angolo degli assi coordinati , 
che supponiamo esterni alla circonferenza, (xp) 
un punto di essa , (« , j3) il centro , e facendo 
la aistanza di tali punti = r si avrà (335) 

(j-/2) a + Or-*)*-)-" 2 (x-a) (y-P) cos. 9 =r», ossia 

y 2 \ 2 co s. 9 xy± jr a - % (« cos. fi + j3)j--2 (a +ficos.6) x± 

a*-\-(Z*-\-2*(òcosJ=r % (A) • 

Affinchè questa possa rendersi eguale all'eq. 
(a) , i cui coefficienti si suppongono intieri e ra- 
zionali, bisogna che 6=*ts ov. *i* t: ma in tal caso 

Tom. ///• b 
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i primi tre termini sopo j a ± xy-\-x* , ed in 
essi si verifica A AC— B* >o , cioè il rappor- 
to caratteristico della ellisse (370) ed esclusivo 
del circolo ( luo. cit.) : dunque r eq. generale 
(A) non può equivalere ad alcuna eq. raziona- 
le di 2. 0 grado in x y y , spettante al circolo. 

Lasciate da parte le coordinate obblique , del 
tutto inutili ed inopportune > sia 6 == «j. t e si 
avrà 

(r-P) a +C*~*) a =r a v • • (0 (eq. gen>) 

Si trasferisce l'origine al centro con fare 
*=o , $=0 : quindi 

ji-f.j^^rr» (/) (eq. centrale) 

.Questa eq. esprime che il raggio è costan- 
te , ed egualmente si ottiene partendo dalla 
proprietà che 1* angolo nel semicircolo è retto, 
e da qualunque altra essenziale al circolo. Sie- 
no 9,6' gli angoli fatti col diametro da due 
corde svpplementarie , tali cioè che insieme 
sottendano 200. 0 Siccome 6-f-8'= v.t si ha (224) 

taruò— 77 : ma tan. 6 = , tanJ ^=—. — : 

tan.v r—x r-\-x 

dunque yt-\-x* ^r* . 

L' ipot. »— r , /3=o suppone l' origine nel 

sinistro vertice del diametro e dà 

y* = 2 rx— x % .... (m) (eq. al vert.) 

Per trasferire 1' origine in un punto della 
circonferenza basta supporre |3*+ a a =r% ed eli- 
minato r* dall' eq. (1) si ottiene * ' ' ' ' 
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y % -\~x*—2(*x-\-(Zy)—o.. . . (n) (eq. alla circoli.) 

Es.° Si dimanda la posizione e la grandezza 
del circolo 

y* — y — x = o. 

Si eliminano gli ultimi due termini , il che 
suppone trasferita l' origine nel centro (368) , 
sostituendo x-\- et, , jr-\-fi P er & > Y 9 e facendo 
•nella trasformata 

yi+x* +(2/3- i)y+(2«-i)x+P a +a a -p-a— o , 
2 (3— 1 = 0,2 a— 1 = 0; ciò dà f3 = «/* = *; 

■ 

quindi r = -L ed il centro nel punto ( y. , ''•) . 
Infatti la ridotta j a -J-o:*=^ equivale ad 

■ 

L' origine cade dentro al ci rcolo quando 
ciascuna delle quantità », /3 , v'(a 2 4-/3 a ) è < r: 
allora , supponendo in (i) prima x , poscia ^y=o, 
ottiensi 



x 2 — 2 * a: = r 2 — /3 a —a 3 

• ^ = p ± Vr-- 5 (f.« 49) ; 

l + Vr»-^==^ è però 



cioè 

l x=*-»- Vr 1 — fl» = 
Teor. (/*)»+ (/«)• + (7c)»=(2r)\ (*) 

(*) É questa l'undecima Proposizione di Archimede nel Libro che ha 
per titolo* Jssumptorunu In esso provasi che aob + dlc~bhc + aki. 
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§. 374 Se vengono dati tre punti per cui la 
circonferenza debba passare , le coordinate di 
ciascuno verificano V eq, ($) e si ha 

<")•+ (*/«- ■ 

Si collochi l'origine in (jp, ,^,), conducasi 
A x per (jr y , jr f ) , (jr y ,/„) , e siccome risulta 
x ==o , y=o 9 jr„=o , si avrà dalle due prime. 

quindi ' 
2 a x*x *=o , '/■ x,, e /3= ± % *^/(r % -xJi 
La 3.* si riduce a 

e determina r. Il doppio valore fi x lt com- 
petente ad a , combinato con quello di 0, di- 
mostra che i tre punti possono essere simil- 
mente situati in ciascuno de' quattro angoli 
degli assi. 

§. 375 Per adattare al circolo espresso con 
l 1 eq. (A) la formola (a ) (368) basta farvi 

A-^i , B=o , C=i , D=o , E=o , F=— r*. 
Risulta ì*+ ^J^.-y.,,/;) 
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eq. che dimostra i teor. sulla nota propor- 
zione reciproca, relativa .alle corde ed alle se- 
ganti che s'incontrano ., perchè [89] il prodotto 
de'due valori di i è costante ed = r m — x* — 

Per far sì che il punto {x t , jr é ) cada sulla 
metà di una corda si dee supporre my t Jrx=o ' 

cioè i- x t . Siccome la trasversale 

y — y —m (x— x) (568^é parallela ad y=*mx, 
apparisce (332 crit. Il^fce i punti medj delle 
corde circolari esistorionella retta , che passan- 
do pel centro le incontra perpendicolarmente. 

Sia d la differenza de' valori di ì dati dall' 
eq. (7) e si avrà 

■ • 

. Quando d=~o > nel qual caso la segante divien 
tangente, 



ni — / / w <7/ ì _ (q) 



formola che si riduce ad m 

Ax si fa cadere sulla retta 
centro col punto {x é , y t ) , perchè si ha x = J' 
cdjr=o:(*) 



a y che unisce il 



(*) li giovine attento impari a supplire all' astrazione del calcolo dej 
scrivendo o immaginando la figura. 
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L'eq. della tangente condotta* per un punto» 
esterno (x y , y) è dunque 

Se il punto (jc t9 y,) è nella circonferenza si 
ha x;-\-jr;= r% V eq> (9) , (10) divengono 

# 



facendo 



centro ed il punto in cui la tang. incontra A.r. 

$. 376. La formola (8), posto A*r sulla ret- 
ta i' , si riduce a 

rf = vèz^ [r " ( 1 + m% 

quindi m= , e mediante questo 

valore V eq. y-^y^= m divien quella della 

trasversale, conaotta in guisa per (x yJ j^), che 
il suo semmento compreso nel circolo sia = d. 

J. 377 La retta perpendicolare alla tangente 
contatto (x / , y é ) dicesi normale e si con- 
cepisce limitata fra il contatto ed il diametro 
su cui si contano le ascisse. Per averne 1* eq. 

r M 1 

y~y t = £ ossia y x t —xy=o ..-.(12), 

siccome per rapporto alla tangente si è trovato 
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m^- , basta cangiare nell* eq. (io) 
__L_(=m) in -i.tf: (3i8). 

§. 378 Per tirare la tangente da un punto 
esterno M (jc ,y,)(¥.* 86) si póngano nell'eq. 
(11) le coordinate x n , y /; del contatto , in vece 
a'x 9 y, e fatta la sottrazione di 

y/r^^i^ da » avrà 

Dv- "*J,) a + ter* *,) a - <• C*?-hr,0 • • • (3) 

Essendo C il centro si divida la MG per 
metà in C' , e descritto il circolo col centro 
C ed il raggio GC si avrà 

cp'= i.?, , cp' = v. x, , ce = % y*,»+ r, 4 : 

Sia C'r parallela a GP , e sarà 

N/=j,- ,.C'r= ■». J (*). 

quindi Nr+C'^=C N =C'C*; e però il circolo 

descritto come sopra passa per 1 J uno e l'altro 
contatto N , n. 

$• ^79» Su due rette ortogonali dx, dy (F/87) 
sieno due semicircoli che s'incontrino in M. 
Condotti i raggi Ma , Me , nasce un tetragono 
in cui D=A , C~ B , CD= */. Supponendo ret- 
to anche 6 V eq.* (1), (2) del $. divengono 

(*) Si ha x tl ~*itx' quando p cade alla sinistra di C: succede l* 
*tesso se si «onsideia il punto n. 
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A sen.d\ H(cos.a -1 )=o , A sen.d^B(cos.a f -\ )=o. 

Ma queste prese insieme equivalgono ad una 
identità: dunque 

Teor. Due circoli i cui diametri s' incontri- 
no in un estremo ad angolo retto , s' interse- 
gano sotto lo stesso angolo. 

§. 38o Teor. Se dal centro C di un dato 
circolo EFG (F.*88) si conduce la perpendi- 
colare CH ad una data retta AB , essendo E,G, 
i punti in cui la perpendicolare taglia la cir- 
conferenza , una trasversale per G che incontri 
AB in D , la circonf.* in F, dà DG. GF-GE. GH. 
Ciò risulta da' trigoni simili EFG , DGH. 

Il teor. si cangia in porisrna (*) enuncian- 
dolo cosi : 

Porisma. Dato un circolo ed una retta AB 
vi è nella circonferenza un punto G tale, che 
tirando per esso una trasversale DGF , il ret- 
tangolo DG . GF riesce costante . Infatti 
D'G.GF'-DG.GF. 

§. 38 1 Per applicare la formola 



d — 



— V r» ( ì +/7Z* >m a x} (37 6) 



a due circoli i cui raggi r , r' e la distanza de' 
centri = 9 , si riguardino m , x é come incogni- 
te , indi si ponga r per r ed x^ per x t 
onde avere 

d = j^^v^+^y-™^ »)•] • ; 

(*) La natura del porisma non è peranche ben definita da» Geometri : 
Menimela (T. 1.) lo riguarda come intermedio al probi, ed al teor. 
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Qualora il semmento d sia noto ed eguale 
in ambedue i circoli, deducasi 

e fatto il confronto si avrà 



V r* - 'i^ 1 ±l V r* - . 



formola che facilmente si costruisce , ed il cui 
valore serve alla determinazione di m , tangente 
dell' angolo che la trasversale j— y =m(x— x,) 
dee fare con 1* asse Ax condotto pel centro de' 
due circoli , onde il semmento sia lo stesso 
ed == d, per rap porto all' uno ed ali' altro cir- 
colo. 

Se x= r si ha d= — — — , formola per cui 

> si dimostra 

Teor. Tirate pel contratto A (F.* 89) le cor- 
de AD , AD' , se aueste superiormente si pro- 
lungano sinché incontrino la circonferenza 
maggiore in B , B' , risulta BB parallela a DD'. 
Infatti 

AD^ 2 ^ ,AB= 2r> .AD'= 2r s , AB'- - 2 JL_. 

e però AD : AB : : AD' : AB'. 

5. 382. Teor. Essendo AB, ab (F. a 90)^. 
metri paralleli di due circoli che si toccano in 
M , 1 punti M , b , B, ^ono m Altea r<?««. 
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Dim." Si ha cèM=CMB ( perchè CB, CM so- 
no raggi dello stesso circolo ) = Mòc ( attese 

A * A 

le parallele): ma CBM-J-B£c=t: Dunque 

A A 

Mbc-\-Bòc=T e però ec. 

Con eguale facilità si vede che c '^M=c'M£':=MBC; 

e per conseguenza c'Mb'op posto al vertice diCMB. 

§. 383. Teor. Diviso comunque il diametro 
AB in D (F. a oi ) se si descrivono i semi- 
circoli ALD, DInB , e si alza in Dia perpendi- 
colare Dm, lo spazio AmBNDLA ( Varbelo degli 
antichi) risulta eguale al circolo il cui dia- 
metro è Dm. Dim. ne A ciascun membro dell' eq. 
AD.DBrr(Dm)* aggiungasi AD.DB+(DA)* +(DB)* 
e si avrà (AB) 1 = 2 (Dm)' -WAD)' + (DB)' , cioè 
(AB) 2 T (AD)» -(DB)» ==2(Dm) a , esostituiti i se- 
micircoli ai quadrati de' aiametri resta ec. 

§. 384. Teor. / circoli che toccano la DM, 
la concavità del semicircolo maggiore e la con<- 
vessità del minore corrispondente , sono eguali. 
Dim. ne Essendo a, c, d, i contatti di uno de* 
circoli proposti, si ha il diametro db paralle- 
lo ad AB, perchè normali entrambi alla Dm . 
Sia C T incontro di Dm e di Aba ( lin. retta pel 
teor. antiprec.*). La Bda è pur retta e nor- 
male ad AC; retta la 4cD, retta Acd che si pro- 
lunga sino ad AmB in e: si ha Be normale ad Ae, 

CeB linea retta (*) ; e perchè Ac*D=:A<?B=y.T, 

(*) Considerando il trigono ACB si vede , Che siccome le perpendico- 
lari dai vertici sui lati si tagliano in un sol punto. Ade incontra CB 
ad angolo retto : ma Ae perpendicolare aBt per costruzione: dunque la 
Be prolungata passa per C. 
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sussiste AC : bC t : AD tbd : : AB ; DB ; quindi 
AD.DB^bd.AB ; e siccome io stesso vale pel 2. 0 
circolo inscritto , ne segue che il mio diametro 
sia -òd , cioè ec. Succede lo stesso se i circo- 
li ALD , DNB , s' infcersegano. Mediante 1' eq. 
AD.D&=6<£AB , dato il rapporto di AD a DB 
si ha quello de' diametri ha \ AB ; e dato il va- 
lore di AB, AD, si ha la superficie del circo- 
lo inscritto. 

§. 385. Probi. 1 • Si ha un circolo e se ne 
vogliono descriver due in guisa , che siavi con- 
tatto fra tutti e tre , ed il trigono provenien- 
te dall' unione de' centri somigli ad un trigo- 
no dato . Soluz. ne Sieno C, C, C" i centri 
( R 1 92 ) ; A, B, G, i contatti : CA=r, C'A^r, 
C B=jr,a6c il trigono dato, ab—* , ac=(ì, 
fó=*y, e siccome CG"=x+y si avrà « 

fi: x-\-jr: r—x ; fi: y: x +y: r —y cioè 

Dalla 2.' j= ;la'». a diviene 

< 

Dunque X J^±T=^ *<!±!zL> 

Per C si tirino sotto l' angolo b i raggi CA, CC , 
« presa AG'=jf, GC"=r, *i avràec. 
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Probi. 2/> È data la corda AB=a nel noto 
circolo AFL ( F. a 93 ) e si dimanda un punto 
D tale , che tirando BI perpendicolare sulla ret- 
ta AD, risulti AI + BL=BD-f-DL Soluz.- Sia 
il diame tro EF (=2r) normale ad AB, FG 

c-\-x-^z e si avrà 



DH- AH V(£ + z*) ' 

Dai trigoni simili AGH , ABI , risulta 

■ 

AI=_-, ; e siccome 

DI=DH— (AI — AH) e BD=V[ ri*+5i g j/ 
l' eq. del probi, o l'equivalente [ (AI+BI)— DI]* 
=(BD) a , comparisce sotto la forma 

* • 

Soppressi i termini comuni, perchè r*-«wa a =c\ 
ed j; a =(z-c)*, resta 

»/ 4a 4 -J- fl 3 i— («■ +2az).2cz~o , 

ossia . z* ^ * aC ~ a * z = (*) : quindi 

(*) Questo probi, è uno di quelli che siamo soliti proporre }>er eserci- 
zio , giacché, se prescindasi da ogni artificioso compendio , esige un* 
operazione laboriosissima. Cosi i giovani cominciano a conoscere 
per prova l'importanza delle adattate sostituzioni. 



Digitized by 



• 2 9 

Z ~Ì { ^"" 2C + Vt»+4c* \ ed x=z-c % 

formola che facilmente si costruisce. 

Probi. 3.° Sul prolungamento BD del diametro 
AB ( F. a 5o ) di un circolo cognito Bf A è da- 
to un punto D, e si vuol condurre una tra- 
sversale Dab tale , che il trigono isogono il cui 
lato Dò, eguagli il pentagono regolare costrui- 
to sul sernmento esterno Da. Soluz. ne Sia 
BD=a, AD^=ò , aò=jr, bD=x. La superficie 
del trigono è (254) => H x* V3 , quella del pen- 
tagono (319) 

%jr*cot. *L=y* % tan. 54.o(sessag.)= r *.«/ 4 x l ,37638 J 9 

n= 1 ,72047 7jr»; perciò 1 ,720477^ » =x* . % V3....[i] 
Le seganti AD ,£D, danno (Geom/ )x[x-y)=*b , 
quindi 

L'eq. [1] , perchè V3 = 1 , 732o5o8 , 
% V3=o433oi2 7 , 1^427 = 3 97 3^ 72 . . . 

O, 433012 J ' ' 

si riduce a 

* 

[3 > 973272-o,5] r «-« < 5=r r .^ V4^+r s ossia 

3 , 47327 2. j« - a£— r . vTòJTr* 

e fatto il quadrato e la riduzione 
11 ,813621.^— 7,946545.^j»+a a i a =o 
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Pongasi j*= u ed effettuata la divisione per 
n 5 8i ...si avrà 

0,6726 aò.u+Q, 0846. a*i*=o 

Probi. 4- p Dato un numero n di punti in 
un piano, assegnacene uno tale, che som- 
mando il quadrato della sua distanza da cia- 
scuno de' punti dati ne provenga una determi- 
nata superficie a* Soiuz."* L' eq. del probi, è 

« s - [>/+ *„*ec ec] 

Questo elegante e facil probi, è contemplato 
da Apollonio nell'opera che ha per titolo Loca 
Plana 

Riserbiamo all' esercizio scolastico i seg. 

Probi. i.° Condurre una v trasversale che se<* 
ghi due circoli dati in guisa , che le parti 
comprese nella concavità di ciascuno sieno 
eguali ad una data retta. 

2. 0 e 3.° Data una retta , ovvero un circolo, 
e due punti nel piano stesso , descrivere un 
circolo che passi per questi e tocchi V uno o 
V altra. 

4. 0 , 5.° e 6.° Disegnare un circolo che passi 
per un punto e tocchi due* rette , una retta ed 
un circolo , due circoli. 

7. 0 , 8.°, 9. 0 e io.° tfi domanda un circolo che 
tocchi tre rette esistenti in un piano , due rette 
ed un circolo , due circoli ed una retta , tre 
circoli. 



* é 
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Della Ellisse 



J. 386 L'eq. M j* -f N**=Q f3 7 o] dove M, 
N , Q si suppongono positivi , insegna che il 
massimo valore dy corrisponde ad x — o e 

viceversa. Tali valori , V Q , V Q , sono i re- 

spettivi semidiametri coniugati b t , a, , a cui la 

curva è riferita. Basta sostituirei. ,2, adM,if 

3 * a ■ 

per avere t eq. ellittica sotto una delle forme 
equivalenti % 

j^V,** 1 ^** y*= b Z(a*- **)L..[A], 

Se a ,6 / differiscono da' valori di A [371] la 
curva è riferita ai diametri coniugati , il cui 
angolo , qualora non sia dato , si calcola me- 
diante la 2.* delle [g] [372] , Sia per es.° l'eq. 

97»+*" + 6jr + za:- 144 = 0. 

La sua ridotta [ò] [370] è 9 y*-\-x*~ 144=0 
e dà «,^12,^=4. Per sapere se questi semi- 
diametri sieno 1 semiassi, a, 6, risolvasi l'eq. [/'], 
e siccome ne proviene A =--. 12, =4 , si conclu- 
derà ec. 

§. 387, Suppongasi riferita V ellisse ai dia- 
metri rettangoli AB ( = 2 a ) , DE ( = 2 b) 
\ F * 94)- L' eq. [Al dimostra che la y diviene 
immaginaria quando x>a, che rimane la stes- 
sa se ad or si sostituisce -x [=CP'] ; che ad 
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ogni valore d* x ne corrispondono due d* y , 
P M, Pm , eguali e di segno contrario. La cur- 
va è dunque, come si disse, compresa in uno 
spazio finito, e composta di quattro rami egua- 
li e simili AD , AE , BD , BE. 

L' eq. [A] , come pure 1* eq. al vertice 

b % 

(2 ax— j:*], che ottiensi facendo 

AP— x , mostrano che i quadrali di due or- 
dinate stanno come i rettangoli delle ascisse. 

Che il punto C sia il centro si prova con 
prendere CP' = CP ed alzare V ordinata P M', 
poiché i trigoni eguali CPM , CPM danno 

CM = CM ed MCP M CP' , dal che risulta 
essere la MCM' una retta dimezzata in C. 

Non si ha che da confrontare l'eq. prec. con 
quella del circolo circoscritto, per vedere che ogni 
ordinata ellittica sta alla corrispondente ordi- 
nata circolare come b ad a. 

§. 388. Siccome a qualunque retta , la cui 
lunghezza sia intermedia a o , b , può assegnar- 
si un* eguale ordinata* ellittica ortogonale y t , 
è permesso di supporre -H albi y 4 e però 

~ = JL . Questo valore di , scrivendo x t ,y, per 

a % a a % 

b* 

x ,y , cangia l'eq. y* = _ [a % — x % ] in 
y t = 2 \fl % ~-ài %m \ e - Facciasi 2 y== p , x^c onde 
avere *h ap=a*— c* , e perchè £ l = Zi^ - tL 
somministrìM.r//?^- b % si otterrà b % — a % —c 
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c= *Ja*-b* . Cosi V eq. [A] si riduce alle for- 
me equivalenti • 

La 2.* ridotta al vertice, cioè y*=£. (zax-x* ) 
rappresenta tutte le curve di i.°ord. poiché 
jp=2a da il circolo : p>o e <2a T ellisse : 
p <to T iperbola; n±= oo la parabola. 

Chiamando d l' ascissa corrispondente all' 
ordinata *up computata dal vertice dell'asse 
AB , ascissa =a—c , risulta 

nd* 

V. ap=2ad—d* ; quindi p<J± d>a^—., 

j n a "P 

e l' eq. della ellisse si trasforma in 

.. • ... • _ ; 

y » == px — P^jtfì x % f eq. talvolta utile. 



$. 38g Sieno F,F' i punti a cui corrispon- 
dono .le ordinate %p. onde GF<4AF. Si ha 

i 

CF (=c) = V a % -rb % 7 che dicesi eccentricità , e 

C F = V (FD — A a ) . Dtincrue ' • 

1. ° FD a=CA=FD f ed il circolo il cui cen- 
tro in D , il raggio CA, taglia AB in F ,F'. 

2. ° Prolungata là FG sino al circofc) AQB in 
H si ha 

FH = AF.FB=2ac-c* =d* ,cioè KH=CD. 
Toif. ///. c 
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3.° Risulta FM=v^[PM+(CF-CP)*] < 
= Vf$! (a* -x* )t (Va» -b* nr)» >**- c .2 . 

» *, • - * - * 

Così F'M= « +£? e però FM-J-F'M= a «. 

' . 'i < • » 

Si ottiene lo stesso , ma per mezzo di una 
forinola utile peli' Astronomia , prolungando 
MP finché tagli il circolo circoscritto m un 

punto L, e ta< ==fl, poiché risulta 

. x ( = CP)=acos. • , 

MP = ^~ c '(a» -x* )=(«» - c» ) (i- cos.* 8) 

Vm[=V(mp+pf e. * 

* * • * 

Così FM = a — c cos. 9 e però ec. 

Segue dalla proposizione del n.° 3.° che la 
somma delle distanze di uno de' punti F, F' 
dai vertici di un diametro sia ==2*. 

Stabiliti gli estremi di un filo in F / F' , 
un ago che scorra lunghesso tendendolo egual- 
mente , descrive un* ellisse. (*) 

4.° Prolungata la F M (F. a q5) finché MG==MF, 
se per M e pel punto medio m della FG si 
conduce 1* retta QMT, essa è tangente in M, 

(*) Trattandosi di un* operazione in piccolo si noti sull' asse AB un 
punto K: centro in F, raggio AK , indi centro in f' % raggio BK 
si descrivano due archi e la loro intersezione sarà nella ellisse. Si 
prenda in AB un a.» punto K', e cosi in seg. 
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punto n si ha F'/iG ossia F'nF > F'G 
j; = F / M + FM = 2«). Ma per essere FMG 
isoscele ed m il punto medio di FG si ha 

FMT=TMG==F'MQ. Dunque le rette FM , F'M 
fanno un angolo eguale con la tangente al 
punto M. 

• 4. 0 Condotte sulla QMT le perpendicolari 
Fm , FW si Ha Fm= 7. FG , FG- * FF; quindi 
Cm parallela ad F'G ed = v.FG='/.(F'M+FM)=a. 
Così Cm'==a e però i punti m t rri sono nella 
circonferenza del circolo circoscritto all'ellisse. 

Siccome i raggi luminosi o sonori fanno 
l' angolo d' incidenza eguale a quello di rifles- 
sione, se si concepisce generata una superfi- 
cie mediante la rivoluzione della semiellisse 
AMB intorno ad AB , tutti i raggi che par- 
tono dal punto F , si raccolgono ( n.° 3.° ) in 
F' e vicev. 

Quindi i punti F ,F diconsi/woc/» ; la dop- 

Eia ordinata p che vi passa è il parametro, 
1 rette FM,FM, i raggi vettori. 

§. 3go, Posto FM = z e CFM = a.z , si ha 

r=zsen.a.z , x[=CF ±FV]==c±z cos. a.z , 
V eq. (A) diyiehe 

(a* sen.* a.z-\-ò* cos.* a.z)z* - 2b* c cosJ^Xz—b 1 » 
e risolvendola somministra l' eq. polare 



z = -4- 




2(1 r-cosji.*) 
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espressioni di cui la 2.* , per essere 




§. 391 . Combinando l'eq. («)[367]con jw/rjj^ 
si determinano i punti in cui una curva <Ji 
1 .° genere viene incontrata da una retta. Sic- 
come l'eq, che si ottiene eliminando x od y 
è di 2. 0 grado si ha una doppia intersezione 
se le sue risolventi sono reali e diverse, un 
punto di contatto se reali e identiche. 
F Sia y— y==d(x — xj una trasversale con- 
dotta per un punto fo.jò di una data ellisse 
u % y % -^b % x* — a*b*. La eliminazione d'y dà 

Pongasi a % b*-r-b % x* per a % -jr* e si avrà 

(x— x) (x— x^^a* ay^b^{x\xy\—a j 

Il fattore X— jiprQdu.ce il noto, valore 
x=; x f \ dal 2.? 

„= (a*a*-b*)x^a*a'y, . 

.... * ^ \ f , ; ^ > * 

• A* x 

ed i due valori d' x sono eguali se a ==- — . — ' * 

Dunque l'eq. della tangente nel pùnto (x^y) è 

K * 

C,*) Dipenda da questa forinola la trasformazione adoperata" da Lalanit 
nel cosi detto Probi, di Keplero ( Astron. T. a. J. i»4o). 
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♦ » 

Ossia a*jrjr t -\~&*xx==a*6 m ......(2) 

ed opportunamente si riduce alle due seg. 
forme * • 

y = — — — x > . • .(3) 

y=Jx+ V(*^+*)-.»Cl) 

A* " * 
Dì fatto a'=~ . — somministra 

cioè (a a * '* 4" )r * ~ * 4 e F r ^ ec * 
La formola (2) facendo y=o dà. subito 



x = Z « CT : quindi CP.CT=a* e CT-CP 

■ 

ossìa P T = (sottang.) , . . (5) 

espressione indipendente da 6 e dal segno Ay t 
L'eq. della normale m un punto ellittico 

è (33 2 e3 9 , eq. (i) )... ^^{x-x). . . (6) 

♦ k ' -, - 

Posto j=o essa dà .-n=\ a% yv ■ = CN : quindi 
PN(=CP-CN>=*l£- (sunnorm.) ... (7) 



Dunque 
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Prolungando la MN sino a DE in N' si ha 
da' trigoni simili ' 

MNP , CNN' , MN : PN : : NN' : CN ; 
Quindi NN'=( a ll±. x, . L Va* -e**/: t *, 

cioè NN'=£n^lVa*-c*.r« 



e però MN'= 4 V" 4 " c * •*/ : dunque 

Teor. Si ha MN.MN' = FM . F'M ed 
MN: MN': : b % \a % . 

La sottangente essendo la stessa per tutte 
le ellissi il cui i.°asse AB ;= za , e pel cir- 
colo concentrico il cui diametro AB (F* 96) 
se vuoisi la tangente in un dato^ punto M si 
prolunghi 1* ordinata PM sino al circolo e con- 
ducasi la tangente all' incontro M' 

Preso ad arbitrio un punto M , h propor- 
zione a: b: i«PM': PM dà il punto M: con* 
giunti M, T si alzi in M la perpendicolare 
ad MT e si ayrà nel tempo stesso un punto 
del perimetro ellittico , la tangente è la nor- 
male rispettiva: ricerche interessanti per la 
costruzione delle volte, 

§. 392. Trattandosi di condurre la tangen- 
te da un punto esterno T' ,yj <TF> 97) 
si determina il contatto (x t , y) combinando 
Veq* ellittica a % y*-\-b*x*^<?lf con 

a% ?<J t + A*x, f x = a» b* , eq. della tang. richiesta^ 
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La risultante 

ha le risolventi reali perchè può collocarsi l'ori- 
gine in A. ovvero in B, onde sia x^a. 

Descritti due archi , uno col centro F , fuo- 
co il più distante da T' , ed il raggio IFs=2#, 
i 1' altro col centro T' ed il raggio TF' , con- 
giungasi F coli* intersezione I degli archi e 
questa retta passerà pel contatto M. Infatti 
TF' — H",FM+IM==2« e però IM = MF' : 
dunque T'M bispartisoe ad angolo retto la 
F' I e però (389 n.° 4. 0 ) e*a è tangente in 
M. La 2. a intersezione I'dà un 2. 0 contatto M\ 

§• 3g3. Se nefll'eq. (4)(3gi) si fa x—a,poi 
x= — a 9 indicando fjer B^A/ 7 ' (F/98 ) le 
respettive ordinate , si ottiene : 

Tear. B/xA/"^A\ 

$. 3g4 Pongasi in • ' 

? = *vrr^ [537 for ' ®Yr* ^r= C5 

indi y^=o j jr—— c; ai coefficienti a , b dell'eq. 
y-=a x-\-b si sostituiscano quelli della tangente 

b* X b* 

ellittica , cioè— * , — , e chiamato p t ,p Jt il 

respettivo valore Fi , Ft" della perpendicolare 
p y si avrà 

pp ^[(-^.c-i'x^--)]:^'^ 4 ^] 



/ 
/ 
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«• y* */* =«" «* j.* = « 4 ** *-«• A 1 *,* i 

Dunque B*: FV : : Ff" : A*'". . 

* ■ * 

395. L J eq. di una retta che passa per un 

fuoco , le cui coordi nate y~ o , x— ±rfa*-b % 9 - 

è (334) ^/»(,r± V** 1 - l>* ) Facendo ro=-2. 

essa diviene perpendicolare alla tangente 
j= fl'x+V / (a* d % -J- A? ) : supponendole coèsi- 
stenti si ottiene il punto d' incontro e som- » 
mando i quadrati • 

V 

si ha (p* +«r* )(4 a'* )=a* ( 1 t a' 4 ) ossiay * + =a* 

• * 

eq. del circolo , indipendente da a f , cioè dalla 
posizione della tangente, che ci riconduce al 
teor. del §. 389 n.° 4-° 

§. 396 II contatto essendo al solito (x é 
la perpendicolare dal centro sulla tangente è 

b 

p = — ■ . ... , cioè , sostituendo il valore di a 
e di b , come si è fatto nel §. 3g4 , - ' . 

p = ^T^Wl ; ma la normale in (*- 

* (§• cit.) a= il V [a* — c* J : dunque : 
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Teor. i .° Se si moltiplica la perpendicolare 
tirata dal centro suìla tangente in un punto 
\x t , r ) del perimetro ellittico, per la normale 
compresa fra il predetto punto ed il 1 .° asse , 
si ha un rettangolo ~b* . 

Il rettangolo ai cui sopra è = a % quando la 
normale s' immagina prolungata sino al 2. 0 
asse , perch è ( § . cit . ) ( F .• 96 ) si ha 

Teor. 2. 0 Le perpendicolari dal eentro su 
due tangenti Manno in ragione reciproca delle 
normali ai respettivi contatti. 

§.£97 L'eq. di una còrda ÀL[F.« 98] ,A essen- 
do 1* estremo del 1 . b asse ( e se vuoisi , anche di 
un diametro) le cui coordinate sono ir ( =o 5< r ( =-a, 
è (334) r == rn a) -, quella di BL , a motivo 
che in B si ha y = o > XJ=**> èj—m, {*r*) • 

Il comune incontro L nel perimmo ellit- 
tico esìge che luna e l'altra eq- e però an- 
che il loro prodotto coesistano con quella dej- 
la ellisse. Dunque . 

mmfyc*-* >=£* 0* - */ ), cioè »r-~ 

• . • .... r 

Viceversa se mm y — le rette espresse 

coh 1' eq} y—m («r-f* ) , y=™> l (x—a) sono cor- 
de ellittiche supplementari^ ; 

Supponendo che il diametro stt cui le anzi- 
dette corde insistono sia il 1 .° asse AGB (F. a 99 ) 

«i ha tòra.CAD : ma (224) \ 

I m m 

i 

* ' Digitized by Google 
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sen. t= 2 tan - 1 \ (*) dunque ^/i.DAE= 2 Ì:0 + *l)=lf* 
ì+tan. -j.9 « v e'+y 

'e perchè le forinole (g) (372) quando b t =a 

danno NCO' ( = <± ) - , ne segue che ' 

i diametri coniugati eguali NN',00', sieno 
paralleli alle respettive corde BD , AD. 
La grandezza d e'predetti dia metri si ha dalla 

1 .• delle ^),=V* («•+*•). 

" * * 

Le coordinate del punto N sono 
ab 

x — J = — » tali essendo i valori prove- 
nienti dall' eq.* , . 

•i- («* -h ) ( = c5) = + r r - *■ - - «• . 

. Notisi che l'eq.^^-4 */) quando 

o,= a, non differisce da quella del circolo. 




gato. 1 trigoni ortogonali e simili , COQ , N^PT 
danno N P' : OQ : : P'T : CQ(=*> quindi (387) 

■ 

BP*. AP' : BQ . AQ ( : : NT: OQ) : : PT : CQ; 
e sostituendo (3g i ) & * ~ ** per P'T', dove x=CP', 
-x" : «* (£l£)V,cÌoè a'-*» (=AQ.BQ)=x». 



infitti jen.9= 2coj.* 'U fan. «/.9, e [220! co* = 1 
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Avvertasi che dalla proporzione 

AQ.BQ(=jt*;: OQ;:o»:A» 

deriva OQ = — x % e si concluderà che sussiste 
il seg. 

* t * 

' §. 399. Inscrivendo (F.* 100.) in una certa el- 
lisse BDA (=E) una serie di trapezj eguali, con- 
tigùi e di estrema sottigliezza, tr' ir 
(— / ) , ec. , e prolungando i lati paralleli sino 
alla circonferenza del circolo circoscritto BRA 
(==C), le rette rr* % r'r",ec. RR',R'R" ec., coin- 
cidono (367Ì còl respettivo arco ellittico e ciw 
colare e si ha (387) 

ir: tR::b:a; t'r':t'K::b:a; ec. quindi 

.*H-*V:/R-H'R' ossia t:T:ib:a. 

Proseguendo si trova i : T : : l" : T" ec, : : b : a: r. 

^ Dunque t+t '+/'éc. (=E): T^T^'ec. (=C):: i:a; 

e se , nb t sono gli assi di un' altra ellisse Ei , 
risu Ita E : E, : : ab : a s b x , il che significa : 

Teor. Che le superficie di due ellissi stanno 
fra loro come i rettangoli costruiti su i respetr \ 
iivi loro assi + ■ 

Chiamando e il circolo inscritto ad E si ha 

E;c::a:A;maE:C;:i:fli: dunque E^V^.C=Ct, 
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, cir. tned> geom. fra c e C, il cui raggio r^=y ab 
perchè £*:r*:«*. 

§. 4 00 * Probi. 1 .° Si hanno due aste xx t ,yy / 
(F. 1 101 ) di metallo leviga tissimo , che stabil- 
mente s'intersecano ad angolo retto in A, 
dov'è scavato nella grossezza del metallo un 
parallelepipedo rettangolo , i lati della cui base 
sono eguali alla larghezza, delle aste. La DE è 
un'asta impernata in B,C, su due piccole fa- 
sce di metallo . che delicatamente abbracciano 
leaste Aj, Ajt j in j:, j, x,^ y , evvi una pun- 
ta di ferro per cui la macchina si stabilisce su 
di una tavola piana , ed in M vi è un ago che 
porta una punta di lapis, destinata a radere 
leggiermente la tavola mentre la DE scivola ' 
da y verso A e da A verso x n evicev. Si di- 
manda l'eq. della curva descritta dal punto M. 
Soluz.™. Sia BC=a , CM=/3, MP (parali, ad Aj) 

=jr . AP=x , BP— z . 

Dal trigono BMP si ha y* + z x = (H"/ 3 )* •••( 1 ) :m » 
MR:MC::z:x cioè z=- _ ' x: dunque 

• ■ * » * " ■ 

eq. ellittica cRe si riduce alla solita forma fa? 
cendo a-J-|3=<z e |3=-A . 
. Qualora le aste xx f 9 yy t , s' incontrino «otto 
Y angolo 0 la MP si conduce parallela ad ky> 
l'eq. (r) .si cangia in 

i y+2 % -2yzcos.t—(àr\-p)* % 

e si ha l' eq. finale ellittica anch' essa , sotto la 
forma 



» . ■ 
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Per soddisfare all' ipot. che il punto M cada 
sulla BC basta sostituire — -0 a fi . 

La macchina sopra indicata, quando si tratta 
di descrivere un' ellisse di mediocre grandezza, 
offre un meccanisco più facile e più sicuro di 
quello esposto ( 389. n.° 3.° ) perchè non deesi 
temere V aberrazione proveniente dal varia- 
bile distendinjento del filo . r 

Neil' ipot, d' a?Aj=ioo.° è un corollario del 
meccanismo sopra indicato il seg. 1 

Teor. Che tirando da un punto H ( F." 96 ) 
sul prolungamento del i.° asse AB, una tra- 
sversale HLI in guisa che il semmento esterno 
HL sia —CD , risulta LI ~ AB . 

§. 401. Probi. 2* I lati di un angolo retto 
si muovono scivolando sul perimetro di una 
data ellisse: qual è la curva generata dal ver- 
tice? Soluz.* e Sieno (391) 

.. y—ax-f-V(a^ a * -f A») . . . (i) 
- j^=a"x-\~\/{a*a"* +6*)... 
le respettive eq. 1 di due tangenti ellittiche. Se' 
«"=— esse sono rettangole fra loro ; l' eq. 
della 2. a diviene > > 

* 

Dall' eq.(i) risulta (y-à x>^=a*a '*&t\ ; 
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Si sommi Tuna con V altra e sì avrà , 
^ a +x» cioè un circolo concentrico ali* 
ellisse , il cui raggio ~V(a % +b % ) . 

§. 402 Probi. 3.° È dato un trigono ABtì 
(F> 102) e vi si vuole inscrivere un'ellisse il 
cui centro sia nella trasversale che passi per 
un vertice e bipartisca il lato opposto. So-* 
luz. ne Sia la trasversale NB é* h f AD- 2«, 00 il 
diametro coniugato ad NN'(=2a), C il centro, 
CP=-/, PM, parallela a CO,^»w, e si avrà 

" f = . PMv * , NIX 

h-a-l= a <* ~ f ! [= PT = sottang. (3 9 i ) } 
Sussistono pertanto le tre eq> 

f 8=5 I±^-"( 3 ) frale incognite a t ,b,\t,u y ed \ 

eliminando le due ultime resta un'eq, affetta 
da « e b , che dimostra il probi, indetermi- 
nato. Può dunque aggiungersi una nuova con- 
dizione , per es.° che il contatto M.sia nel mez- 
zo della BD. In tal caso risulta 

t n «4 A- a = gL , a ,*= * h , e dall'eq. (2), posta « 

V. A— a per t , si cleduce w = «/. a . Si sostituisca 

in (1) %*per * , ^Aper «e si avrà b = t <= CO, 

media geometrica fra '/* * è <»i 0 . 
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§. 4o3. Probi. 4 Condotto in una data ellis- 
se ADBA (F. a io3) un indefinito n.° di corde 
de, d'e\ ec. perpendicolari al i.° asse AB, si 
dimanda il luogo geometrico de* punti m , m'\ 
ec. determinati dal respettivo incontro delle 
rette B d , e A ; Bd' , e'A ; ec. Soluz. ne Sieno x / *y 
le coordinate del punto </. La retta Ae ha per 
eq. y~— rnx — n , e perchè passa per li punti 
( a \ » x) > (° > a ) > sussistono le due seg. 

jr=—mx i — , o=— 01 a— a , 



dunque m = . , a =* fL£i e la definitiva 

x^a x,~~a 

eq, di A* si riduce 

ad jt — JLl (x+a). 

a-x f • 

Cangiando il segno di a e d' essa diviene 

. * * 

ed appartiene alla Bd. Si moltiplichino fra 

/a * 

loro le due prec. eq.* e sostituendo _ ad ? ' 

si avrà j a ^= ( x % — a*) eq. iperb.*» (370 
sul fine ) 



Dell Jperbolà 



# 4°4 Quandò N < o V eq. + Na 9 = Q 
prende la forma y Q ' !1 ( jr a 2)^ Prescìndia- 



48 

mo dal segno inferiore poiché permutando le 

coordinate si ottiene x* = M ( r* — SU ) , eq. del- 

la forma da noi adottata. 

Ragionando come al §. 386 si ottiene 

. a; f *;*>? ossia/ = £>'-«/)...(B) 

Quando jt.jk = % \% v i semidiametri a t 9 6 i9 si 
cangiano negli pssi CB , DC (F.* io5) che "di- 

/* 

damo a, 6. V eq. y % = (x* - a* ) dimostra che 

niun punto della curva corrisponde ad AB, 
perchè in qualsivoglia pulito di questo i.°asse 
si ha. + o?<+ tf. 

Se èt=&; esperò [5 7 o] 4AC~B*^4 A*, 
C=A, B=o(37i)i i' iperbola dicesi equilatera, ed 
è fra le iperbole ciò che il circolo f ra le ellissi 

Si considera 1' asse coniugato 2 b , quantun- 
que immaginario per conservare 1* analogia 
tra l' eq/ ellittica ed iperbolica. 

§. 4o5. Instituendo come (388) la proporzio- 
ne a:b:y, si ha^_='£ì. Sia e Y ascissa dell* 

ordinata jr é [— n % p] % onde p== _ [c — a* ] , cioè - 

*Uap--c % — a\e perchè 'Uap=b* , risulta A media 
, geometrica fra c + « [= BF] AF] , 

e si costruisce descrivertelo Un àrco col centro 
in A ad-il raggio AD CF]=c. I pun^i DjE 
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dov' esso taglia 1* indefinita yy t , perpendicolare 
in C ad AB, determinano 

CD=CE=V / [ÀD-AC] = V / [c%«']=è*. Dati gli 

assi si ha c = V a\ b* . , 

. §. 406. Calcolando FM , ipotenusa del tri- 
gono FMP , si ottiene 

FM=^x-.^ + (V'^-^)'] = C f T a. Così 

a a 

F'M= C f-t-a e perciò F'M — FM=2 0. 

Abbiasi una riga F']Vr(=^) mobile intorno 
ad F , e preso un filo (=J-2d) se ne adatti 
un capo in M', 1* altro in F, 

Siccome 

FM - FMIVf = *-P-2a] = 2*= F'M-FM , 
la punta di un ago che tenda il filo ed obbli- 
ghi la riga ad inclinarsi verso BA , descrive 
un arco iperbolico. 

Una semplice costruzione di alcuni punti è 
talvòlta preferibile. Descritto un arco col cen- 
tro F ed un raggio arbitrario AG, indi 
un altro col centro F' ed il raggio BG , la 
doppia intersezione M , m dà due punti delia 
curva. 

Presa sulla MF' [F.» 104] la M/=MF si bi- 
sechi la fF in g e la g M sarà tangente M . 
Infatti per qualunque altro punto n si ha 
F'n -fri [= F'*-F/i] <F/<2«: ma 

Tom. III. d 
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gMF=:gfaf =T']VÌM'; dunque qualunque raggio 
M'M , luminoso o sonoro , diretto al punto F , 
si riflette in F , e tal proprietà compete a tutta 
la superficie generata dalla rivoluzione dell' 
areo AMI intorno ad Ax : qufndi i punti F , F' 
diconsi fuochi ; FM . FM, raggi vettori. 

Ogni raggio SM tendente in F si riflette 
dunque verso F', ed una pupilla situata nella 
direzione MS vede in F il punto luminoso F'. 

La retta CFf = CF = Va s +Ò 9 - c] dicesi eo* 
centricith ; la doppia ordinata ortogonale 2FG 
è il parametro p e si ha 2a: 2o :p. 

§. 407. Un calcolo simile a quello del 391 
dà 1' eq. della tang. sotto la forma 

? ' r = -^[x-rvrj ossia y- ( x— - — L 1 1 

come pure y = ax + V[«* ]• 

Quella della normale MN è per conseguenza 

. Basta fare jr = o nell' eq. 1 [ 1 ] , [2 J per ot- 
tenere 



x [=CT>- , PT[= CP-CT]= 5l^l[sottang.l 

• * » * 

• ■ 

^[^CN]=Ifl^_V» p N[ i =CN-CP]=^[sunnorm 

* 

* 

Questa «spressione coincide nella forma con quella relativa all' el- 
lisse. È dunque soggetta ad equivoco la regola per cui vuoisi che ba- 
sti cangiare in _A a per adattare all' ipeibola le formole spettanti 
aU'elliste. 
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. Quindi MN=iVc*x^'- 

408 Si ha la tangente in un dato punto 
M [F.* io5] conducendo BN parallela al* dia- 
metro CM,ed una retta per M parallelamen- 
te ad -AN è quella che si richiede. Infatti CME 
biseca AN e tutte le corde ad essa parallele : 
ma TMT è limite delle corde parallele ad 
AN ; dunque ec. 

Se il punto assegnato è T' (F. a 106) ester- 
no al perimetro , si descriva un arco il cui cen- 
tro T', il ^ggio T'F, un altro col centro F' 
ed il raggio la ; la trasversale per F' ed I , in- 
contro aegli archi , taglia V iperbola nel con- 
tatto M, e T'IVI è latang. Basta osservare che 

risulta IM==FM, e che IMF è bisecato dalla 
TMT'. 

§. 4°9« Ripetendo il calcolo de'§§. 3g3, 394, 
397 si trova ( F.* 107 ) 

Ht.Ah^p .p ——b % ed mm — _ . 

L' analisi del §. 3g5 dimostra che, i punti fri 
cui qualsivoglia tangente è incontrata dalle per- 
pendicolari ad essa condotte dai fuochi, sono 
nella circonferenza del circolo descritto suii.° 
asss come diametro. Ragionando come nel §. 3g6 
si vede che i due teoremi del cit. §. si riferi- 
scono anche all' iperbola. 

§. L'ipot. js = <» in a— _ , espressio- 
ni; di AT (=AC-CT) dà AT= a : dunque se 
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si suppone il contatto ad un' infinita distanza 
dal vertice, la tangente, che indichiamo per. 
CV e dicesi assintoto, passa pel centro: per 

determinare ACV sia An perpendicolare in A: 
nella proporzione 

AT ( -^f^):PT(=£^)::A/r.PM(-- * y/x; -a*) 
si faccia x-= » e si scuoprirà che Ah degenera 
in An ed è =b : quindi tan. ACV =^2 e l'eq. 

degli assinto.ti CV , CV , è j=± ^ x . 

§.411. Per riferire l' iperbola agli assurtoti 
sia Cn~ t , Mn ( parallela a QV ) =u : Sicco-. 

A A 

come t.x=—u.x , si na, 



sen.Lx(~sen.u.x )= 

COS.UX ( = COS. u.x ) — y ,J +bl) 

e le note formole — I(36<)) 

A» A. A A v 

x=tcos. t.x-\-u cos.u.x ; y— t sen. t.x^ru sen. u. x 

divengono ^^^^}^Ty 

Pongasi Vi(a % -\-b % ) [=(»fcCO s J=*S e sosti- 
tuendo la respettiva espressione d' x , jr in 
fl »^*_3» x » =: -_ si avrà *w=w a ecj. richie- 
sta. Essa può ridursi fra gii elementi 



/ 
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Mm{è=A, MmM, VCV'(=«) , Crmn(^V) 
ricavando 

seriX^') , sen. 6 , 

Trasportando l' origine in /, punto medio 
della C/i, e facendo Cl=i la te^» 1 si cangia in 



u— l è dimostra essere / , u , quantità 

inverse , i cui respettivi limiti sono oo , o . 

Condotta AE parallela a DV i trigoni C/A* 
C/A sono isosceli, A/=A/', A/C/' è lozanga 
e si ha 

«»[=-C/.A/'=-(C/)*]-(A/) 4 (/>oten*« dell'iperb.) 

Quando la lozanga diviene un quadra- 
to e tu= l l*a*. 

Moltiplicando /w=« a per sen. VCV si ha 
romMpCi=rom.AlGl' , e /o^.ADBE— ^loz.klCf. 

§. 4 l2 « Si concepiscano le trasversali Nrc, Q<7 
(F* 108. ) perpendicolari al a. ° asse CA, che 
incontrino gli assintoti in n , q ; N , Q ; T iper- 
bola in M, R, m. Siccome 

p Q=Ì R (=PQ-PR) =Ì 0-V* a -<)> 
R y s= Jt (x-\- V a? * -d* ) , risulta 

a 

QR%[=Ìl(x^(^^))=-^; . 

Nella stessa guisa ottiensi MNMn=ò*i d'altron- 
de QK.K(p={fm.mQt dunque (jm.mQ~MNMn . «\ 
Una 3* trasversale FM/wG dà 
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mQ:MN::"iF:MF; MnìmqttMG'.rnG; 

e perchè si è trovato mQ:MN::Mr/: mq, risulti 

mF:MF::MG:mG; quindi 

mF-m (=Mw) : MF : ; MG—mG(=Mm) : mG, 

cioè MF~mG . Perciò, trasportando parallela- 
mente la FG finché divenga tangente in <?, si 
ha es--er. 

La tangente prolungata sino agli assintoti 
è dunque bipartita nel contatto . 

Dati gli assintoti si determina la direzione 

di CA bisecando VCV; e siccome (410) 
a^bcot.ACV , e dall' eq. u =rt a n; ACV// — b % 
si deduce b=V[tan: ACV*/ -«/], 
basta un punto iperbolico (Lu ) per calcolarne gli 
assi. Con tali principj soadisfassi al seg. 

Probi. Descrivere un'iperbola che passi per un 
punto dato ed abbia per assintoti i lati di un 
dato angolo (*) 

§. t^\ò. Sia tu=u l'eq. di una data iperlx> 
la IMi (FA 109) ed u-u=n(t-t) l'eq. della 
segante SMs condotta per M (t t , u,) . Elimi- 
nando t n u, fra la prec. e / w=w* si ottiene 

u)u~ptu cioè u r=- l k{u— fit± (nt+u)) f 
e la SMs cade sulla tangente se j*/ + M = o 
e vicev. : ma in M si ha t=t\^ CP) , u=w / (=MP) : 

dunque fi =— ^ . 

*' 

*C) Questo probi, è contemplato da Pappo CLib. VH. Probi. XV. ) e 
da Apollonio nelle Sei. Con. 
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Per condurre la tangente in M prendasi 
PT^CP(=0 e si. con giunga T con M. In- 
fatti, siccome la Mp, parallela a CV , è=CP=PT> 
i trigoni MpT 9 MPT provengono eguali e si 
ha MT-MT'. 

§. 414. Sostituendo 1' espressione di 

sen. t.x (s=sen> e di cos. t.x (41 1) $i ritrae 
cos. 6 j== cos O 6 1 '7. b)=cos* «/. 8- sen.* 7^) j=L^! ; 

Si ha inoltre (§. cit.) 4 tu=a % + b % , e (F.'prec.) 
CM=// + u; « tpjcosA , MlW ■ ±u * x 2t ucos.k 

Dunque CM-MT (—^l jUl cos.Ì) —a* -b* ; 

eq. che coincide con la i» delle (g') (372) è 
dimostra essere MT(=MT') il semidiametro b t 

coniugato di CM (— a) nell'eq. u* =? (<* -a* ) 

analoga ali 'eq. (B) del $.404., e così resta su- 
bito provato un teor. elegante , cioè : Che es- 
sendo N N' una corda parallela a TM sta* 

NP' : (2 CM-f-MP') MP : : MT : CM 

« 

Dato un diametro è dunque facile assegnar- 
ne il coniugato. 

Accenniamo per incidenza che diconsi co- 
niugate per rapporto a due date iperbole IAI', 
iB* (F.« 107) le due iperbole opposte le quali 
abbiano per i.°asse DE per alasse AB. 
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§. 4'5- Probi. i.°Si dimatida il luogo gèo- 
metrico de J punti a , tali , qhe am, am\ (F. a 1 1 o), 
perpendicolari ai lati cb,cx, di un dato an- 
golo xcb , diano cm am — ** . Soluz. ne Siena 
x n fé ' e coordinate di m ; x lt ,y lt quelle di a, 
e rappresentando la retta cb con l' eq y=mx t 

si avrà ^ / =— L (x — x^) per esprimere 

F7ir 

la posizione della a m . Dall' una e dall' altra 
eq. risulta * 

.r^+mr, m % y J 4- mx , 

la sostituzione 

(33;) ^ S=* (rjr~*ffy) (=trig. e* m ) 

dà x^ x «( m% y» + m ~Q-r//(^rt-"*r,,) . 

la prec. finzione, accresciuta di ? 

(= trig. ra / ) facciasi = a* e si avrà 

•- • * . 

eq. dell' iperbola , dove il segno inferiore cor- 
risponde a}cr>'^T. 

. 5. 4i5 Probi. 2. 0 Sono dati due circoli e vuoi- 
si il luogo geometrico in cui esiste il centro di 
tutti quelli che insieme toccano 1* uno e l'altro 
circolo dato Soluz. nc I circoli proposti essendo 
a, a a f , |3 frb' (F. a 1 1 1) , i centri /, F > il respet- 
ti v,o raggio r , r' , ed/F= £ , suppongasi M uno 
de' punti richiesti ; si descriva il trigono /MF, 
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te posta l'origine in fsieuofP ( == x) , MP(—y) 
le coordinate ortogonali del punto M.echia- 
mando R il raggio ignoto aM(=4M) si 
deduca 

(r +R)* =^ * + x* . . . ( i ),-. (r' + R> = 1 
Tolta la 2. a dalla 1/ si ha 

r* — r * H-2R(r— r) == 2^ j:— B : 

quindi 

R = ***^-rW = **^\ e Pe (I) diviene 

*y+ (A - 4* a K-4 * (A r —A* ) X= A* r — 2 & A r + 

eq. dell' iperbola perchè J > r r dà 4 ^ a > 
Fatto y =0 si ha jr(=FA) = «J. {* ± (r-r')} ' 

c presa CA^CB— (r-r) è AB (=r-r) il ì .° asse. 

Quando r=r' risulta x= ■£ f , ed il luogo ri- 
chiesto è la retta perpendicolare in G ad /F. 

Partendo .dall' ip^t, che i circoli richiesti ab- 
braccino i circoli dati si trova un' altra iper- 
bola MBB'. 

f. 4 1 7- Probi. 3.° Qual è la linea descritta 
vertice di un angolo inetto , i cui lati sci- 
volano sul perimetro di una iperbola ? Soluz. 
Coi principi del §. 401 si trova r x \ x*--a*-b* 9 
eq. del circolo il cui raggio =v (a* - b* ) , e che 
suppone a > A. 

\ 418, Probi. 4. 0 Datti una retta AB=^2« 1 
(F. a 112) una perpendicolare mobile PV , ed in 

essa un punto M, tale che sia AMB un mas- 
simo, trovare il luogo geometrico a cui il 
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punto M dee successivamente corrispondere * 
Soluz. ne Supponendo la PV in dna determina- 
ta posizione, onde AP^or,, è chiaro che si 
ha il punto M descrivendo un circolo che pas- 
si per A , B e tocchi la PV. La ragione si è 
che congiungendo A ,B con un altro punto m 

* A 

della PV , il vertice di km B oltrepassa il cir- 
colo ed ha per misura la metà dell' arco con- 
cavo meno quella del convesso. Ma (Geom. ) 
PA : PM : PB cioè y % -= (2 a -+-x) x : Dunque il 
luogo di cui si tratta è 1' iperbola equilatera 
il cui 1 .° asse AB. A misura che AP diminui- 
sce il punto M si abbassa : quando x = a , M 
cade in A , ma se x ulteriormente diminuisce, 
il punto M scorre lungo AB, poiché in tal 
,guisa l'angolo richiesto risulta = v. Misto dun- 
que e discontinuo è il luogo geometrico sod- 
disfacente al probi. , cioè la retta AB e cia- 
scuna delle iperbole equilatere corrispondenti 
MAM' , NAN'. 

Della Parabola 

§. %\o, L' eq. y % =px mostra che la curva 
passa per l' origine A (F. - 1 1 3) , che i quadra- 
ti delle ordinate MP stanno come le ascisse 
AP, ePM = PM . 

Per appurare il significato geometrico del 
coefficiente p , giacché y % esprime una super- 
ficie, si rappresenti l i*p con un' ordinata ret- 
tangola FG , la cui ascissa AF sia c, e siccome 
risulta %p* = pc , ossia p = 4 c , si conclude- 
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ohe »*. p è fra le ordinate paraboliche quel- 
la che uguaglia il doppio dell'ascissa. 

§. 420 Per far sì che la distanza fra '1 punto 
M (x,y) e d un punto interno fi 

m 

V 

sia razionale , fa d' uopo supporre jr, ~ 0 ed 
/+(p-2x / ) x+ x " un quadrato , cioè 
x/ sa t4 (p—zx)* ossia p . Dunque esi- 

ste nell' asse A x , è distante dal vertice della 
quantità AF = c , e si ha 

Sul prolungamento di Ax prendasi AB=AF ; 
per B si tiri la DD', per M la ML perpendi- 
colare a DD' come questa ad Ax 9 e si avrà 

ML=BF+FP=AF + AP=«24/?+r=FM. 

La DD' è la direttrice della parabola : il 
trigono FML è isoscele. Nel punto F' di una 
squadra BLF' si fermi un filo=LF'; V altro 
capo sia in F, e la punta di un ago che ap- 
plichi il filo sul braccio F' L mentre l'altra 
BL scorre lungo la BD', segna sul piano xBD' 
una parabola, la cui ampiezza dipende dal- 
la BF. 

Sia E il punto medio di FL , si conduca, la 
T MET ; da un suo punto m si tirino /»F,mL, 
indi mi perpendicolare a BD'. Siccome 
m F (= m\S)> m I - si vede che m cade fuori 
della parabola , e perciò che T'MT è tangente 
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in M . Ma FME == E&L == F'MT : dunque qua- 
lunque raggio F M parallelo ad Ax si riflette 
in F , che perciò dicesi fuoco ; punto il cui 
uso catottrico e stentorofonico , si rende in- 
teressante , se abbiasi uno specchio generato 
dalk rivoluzione di una semiparabola AMS 
intorno all'asse Aa\ Il celebre fotoforo che 
dal faro di Alessandria additava ai naviganti 
T imboccatura di quel porto , era un' insigne 
applicazione dell' esposto principio. 

Per tirare la tangente da un punto esterno 
ni (F. a 114) si descriva un circolo col centro 
in m ed il raggio ni F:per L dove incontra 
BD' Conducasi la parallela ad A x , e l' inter- 
sezione di essa e della parabola determinerà 
il contatto M . Infatti si è veduto essere ML=MF; 
d' altronde m'L = m'F per costruzione: dun-, 

que m'ML = m'MF ; e perchè m'ML = mMF' 

risulta m'itF = mMF'. 

§. 42 1-. Cangiando z •= + (^90) in. 

a +ccos.a.% 

2 ad — d ^ p urc hè facciasi a = 00 9 



a ± (a- a) coi. a.z 



si ha l' eq, polare z= ^Lf£ 



A 

» Ì. cos. a.% 



§. 422 La eliminazione d'y fra y*=px ed 
dà r ; 2 m It (x-x) + nC {x-*y = par. 
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quindi . 

<*=^J ' 't*Pi. '(pfy x r mp r ,+ ^ 

e la trasversale diviene tangente se 

valore che si riduce ad m —Zi quando il punto 

dato è nel perimetro della parabola. 

Dunque l'eq. della retta che tocca la pa- 
rabola nel punto {x t , jr,) , è # 

1 -riTi^Jf (* ossia j = -f- ; 

e per trasformarla in r = mx 4- £ , eq, ansio- 

ga all'eq. (4) del §. 391 , basta rappresentare 
la tangente per y=arix +ti, eliminare y , fra 
questa ed y =zp X , e rendere uguali i valori d\r. 
La normale MN (F. a 11 3) ha per eq. (332) 



II . . . y—jr t zz: — — L C*-.*,) ossia y= — — ' x-\-y, -| 



Fatto jr = o V eq. I dà x^-x cioè AT=AP ; 
quindi 



0 • 



PT (= AT + AP) =;2x( sottang. ) 

valore che offre un facil metodo ner condurre 
Ja tangente in un dato punto della parabola : 
La stessa ipot. y = o e la sostituzione di 
px t pefjr", nell'eq. II, somministra x ossia 
AN = l h p+ X é ; perciò 
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PN (=AN- AP) = *p ( sunnorm,) 

MN*|> V( f + PN)] = Vrf*+Vl [norm. j , 

§. 4*3. I trigoni simili AEF, TEF danna 

=?i<p.FT=>kp FM=c.FM , 
e perchè FE è perpendicolare ad MT si veri- 
fica : chè le perpendicolari dal fuoco sulle tan- 
genti stanno in ragione sudduplicata de* raggi 
vettori. 

Si vedrà (F.* 114) che M^M è —iM'M 
§. 424-JPer passare dagli assi rettangoli kx,ky 
agli assi obbliqui MF' , Mira, (F.* 1 15) si osser- 
vi i .° che essendo t,x=o il sistema \ del §. 36o 
diviene 

a cos. u.x ,j = p-\-u sen. u*x % 
1 2.* Che si ha p*=p«, e perciò JL^ 

'2* 2/3 

3.° Che *P:PM ossia 2*:/3 : : 1 : tan.u.x y 
vale a dire taw, w.x=- ; quindi 

24 ^ 

^ ^^(Mri] C ^ traSf ° rmata 
^/2. * tt.,TW a + [2 0 *?7l. u!x-pCOS. U.X ] /4/7« - £ ' 

si riduce ad a*= ( 4 « + p) eq. che atteso il, 
doppio valore euguale e di segno contrario, 
competente ad a, dimostra die qualunque dia* 
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metro MF' biseca le corde nn' , NN' ec. , pa- 
rallele alla tangente condotta al suo vertice 
lì parametro 4*+/? è =4AP+4AB^4MM'==4Mf! 
cioè al quadruplo della distanza fra il fuoco 
ed il vertice del diametro : Esso' è altresì =nFri y 

corda parallela ad MT , perchè FMm=FMT dà 
Mp = MF e però 

nn!{=zp n)^2 V(4^^)M/>=2 V / (4MF.MF)==4MF. 

§. 425. Sia [F.* 1 1 6] una corda QR e si vo- 
glia lo spazio QARQ. 

Bipartita la QR in C si tiri il diametro PCz 
e si descriva il trigono QPR ; indi si bisechi 
la PR in C, si conduca il diametro PV, si 
descriva il trigono PP R e sieno P'w,C V paral- 
lele a QR. Risulta in forza dell'eq. u % =;[^h +p] t 

P«: Pg: : *P : die perchè »P=a/C'=eC'=>CR 
si ha P« = 'j 4 PC. 

D'altronde Pa>' = */. PC : dunque 
«c/= P«= p w= »*. m 'C e però 

f trig. PRC : trig. C'RC": : PC ; CC : : t : 2 , 

| trig. CRC : trig. P RC : : CC' : PC : : 1 : 4 : 

Quindi trig. PRC = 8 trig. PRC, e rad- 
doppiando , 

trig, QPR » 8 trig. PP R. . # 

Procedasi alla bisezione di P R , di PP, ec. 
ed operando come sopra si troverà che il 
trig. PP R è = 8 volte ciascuno de' due trigoni , 
rettilinei inscritti , insistenti sufle respettive 

♦ 

■ 
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basi PP' , P'R, e così in seg. Avvertasi che te 
bisezioni C , c danno d ue trigoui ; che ne dan- 
no 4 le bisezioni di PR , PP ,J>p , pQ 8 le 
bisezioni delle nuove corde ec. e si concluderà 

QARQ=trig.QPR[.+ * + i* ...] 

==trig.QPR[i + ^ + !+ !...]=[ 122 ]*trig.QPR, 

Se la QR è ortogonale ad Ax [F. a 1 20] si ha 

QMA£R=4& trig. QAR=*rettan.QS,edtfA£R=*/3* r 

cioè— ^ del rettangolo fatto dalle coordinate 
ortogonali che determinano I' arco parabo- 
lico. [*] 

fi. 426. Probi. i.°Si dimanda una curva in 
cui si verifichi che la distanza di cascur\ pun- 
to del suo perimetro da una retta data nel 
medesimo piano , stia alla distanza del punto 
stesso da un punto dato nel piano suddetto , 
in una ragione assegnata n : 1 Soluz. ne Posta 
l'origine in F (F. a 11 3) ed 

■ 

FAf =* z si ha z % =? y % +.r* : ma z=n\x\c\ Dunque 

jr»= [rc a -i] x* -\-2cnx-\- c a /i a , 

eq. della ellisse, della parabola q dell' iperhola, 
secondo che abbiasi n<\ , =1 , >i. v 

% 427 Probi. 2. 0 Si dimanda U luogo geo- 
metrico de' centri di tuttri circoli i quali too 

(*) Le anali tiche tracce di questa indagine debbonsi ad Archimtitx 



Digitized by Go 



65 ' 

cano un lato dell'angolo* retto «A y [F/117] 
e passano per un dato punto M[x ==AP. y=ÀfP]. 
Soluz. ne Sia B il contatto di uno . eie' circoli , 
e \x . y] il suo centro , CD perpendicolare sulla 
MP, e siccome CM-CB= AF=x si ha l'eq. 
parabolica 

[*,-*? +[y -y] a =* a ,ossia y 4 -2y / y.2a x + x; + y 

§. 428. Probi. 3.° Dato un circolo di gran- 
dezza e di posizione, e data per rapporto ad 
esso una retta, trovare il luogo geometrico 
de' céhtri di tutti i circoli che toccano H cir- 
colo e la retta . Soluz. ne Presa per uno . degli 
assi la retta data Ax, e pel 2. 0 la perpendi- 
colare calata dal centro C del circolo dato sulla 
retta sud. a [F. a 1 1 8] sia C il centro di uno de' 
circoli soddisfacenti al probi., CA-a, il raggio 
dato CB = r, CM( = AD) = y, AM=* , e sic- 
come CC'= CB + CVK si avrà 

(r-{-j-y=(a~.jy+V , cioè la parabola **=2(r-{-a)r+r*— a». ' 

§. 429. Probi. 4. 0 Qual è la curva descritta 
dal vertice di Un angolo rètto i cui lati scor- 
rono sul perimetro di una parabola ? Soluz, no 

Indicando una tangente per y=mx+£ 

4*1 

(421 n,°I) èy-^ix^ l'eq. di una 

m 4 

2.* tangente ortogonale alla prec. 

Per eliminare m che rende individuali le 
tangenti si tolga la 2. a eq. dalla i. a , e la ri- 
sultante o=(w+ jj) (x -J- JLp ) cioè x=- Lp, 
Tom. III. e 
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dimostrerà che il luogo richiesto è la diret- 
trice parabolica DBD'. 

Se V angolo dato è qualunque, sieno (F. a 1 1 9) 

- A 

Mm, M'm due tangenti e suppongasi MwM =9. 
Indicando per r, , y, le coordinate di M, per 
x u ,y , quelle di M', si hanno per le tangenti 
sopra indicate le respetti ve eq. 1 

ossia , perchè x— ^- , x eày=o dà 
jf=— x , x=— x u cioè x<o, 

quindi y, =y ± Vy+/wp.r/,=^ r ±- Vj" x • 
ma /«n. • = ten. (MTA + M'T'A) 

4 *,*„-- .r,.r„ 4*— P 

1 

te 

Dunque 

eq. iperbolica. Si ponga jp= * + f* : si determi- 
» ni in guisa che sparisca il termine attetto 
da e si avrà 



Digitized by Google 



"6 7 

p= W*-) — ,y*a«m.*| (*">•+«) 

. L' ìpot. 6 = i oo.° dà t=o , fi= 'm/i ed ,r = % p „ 
come ec. 

§. 43o. Ppr compiere la teoria djelle curve 
coniche proponiamo alcune indàgini che in- 
distintamente a tutte si riferiscono > e sono: 

Probi. i.° Si dimanda l'ecj. della tangente 
che da un dato punto (* n r é ) può condursi 
ad una curva conica nota di specie e di po- 
sizione. Soluz. nc S* indichino per y % =px-\-qx % 
tutte le anzidette curve, per f—yf=m(pc— x^) 
la tangente, ed inerendo al metodo del §. 3j5 
si troverà • 

Quindi m= IL s come nel § 4^2 , se q — o , 

cioè se trattasi clella parabola. (*) e se il punto 
assegnato è nel perimetro parabolico. 

§. 43* Probi. 2.° Sono dati due circoli in 
un piano, si suppone che una tangente del i«* 
tagli il il 9 in due punti M, M' , e che per M,M' 
sieno condotte all'anzidetto 2.° circolo due tan- 
genti. Si dimanda la curva che comprende 
tutti i punti d' incontro delle tangenti tirate 
come sopra. Soluz. ne Chiamando x,y le coor- 
dinate di uno qualunque de* puntùcr incontro , 
r , r i raggi de' circoli i J° e a. 0 ; i la distanza 
de' loro centri , si trova l' eq. finale 

C*) Facilmente si vede che = & , 
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che appartiene all' ellisse , all' iperbola , alla 
parabola , secondo che r> , < , = , 

§. 4^2. Teor. J5tì/a rf/ posizione una retta 
per rapporto ad una curva conica- , se da cia- 
scun suo punto m, m' , m" ec, si tirano due 
tangenti 

mM , mn; m'M' , m'n' ; m"M", m"n" ; ec. 

essendo M , n ; M', n' ; M" , n'' ec. i respettivi 
contatti , tutte le corde Mn , M'n' , M 'n'' , ec. 
s'incontrano in uno stesso punto. 

§. 433. Teor. ' Prolungando i lati opposti di 
un esagono inscritto in una curva conica, i 
tre punti d'incontro sono in linea retta. (*) 

Probi. Si hanno due corde MM' , NN' , di 
una curva 4i i.° ordine; una è stabile, l'al- 
tra mobile intorno ad un suo punto fisso. Con- 
giunti gli estremi M, N'; M', N, le nuove cor- 
de s' intersegano : qual è il luogo geometrica 
a cui V intersezione successivamente corri- 
sponde ? • 

Risp. Una curva di i.° ordine % 
. Probi, Posta la costruzione prec. vuoisi che 
il punto fisso sia nella corda stabile MM', ov- 
vero nel suo prolungamento ( F. a 120) 
. Risp. Il luogo richiesto è la retta che con- 
giunge i contatti delle Ungenti Pt, W , tirate 
dal punto fisso P. 

(*) Questo teor. è «tato dimostrato anche da Carnot nella sua Geom; 
di Posizione p. 45s. - 
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ARTICOLO II. 

AFFEZIONI E SINTOMI CARATTERISTICI 
DELLE LINEE CURVE : 

COSTRUZIONE DELL' EQ.* SUPERIORI 



Del centro e de' diametri. 

• 

§. 4^4- Una curva è dotata di centro se 
la sua eq. non si altera cangiando x 9 y in - x, -y, 
e ciò si verifica nell' eq. 1 di grado pari quando 
tal' è la somma degli esponenti di ciascun ter- 
mine , come in 

y-xa, x y'°- V, x * y»~...+al m _ l x'~- 'y+a.-f " 
xy^+ò, x' f^+ò^ xT-jr+A^x 

ec. ec. ec. 

Succede lo stesso nell'eq. 1 di grado dispari 
qualora l'anzidetta somma sia dispari. 

Per assicurarsi se una data curva abbia cen- 
tro basta dunque osservare , se trasportando 
l'origine in un punto del suo piano, possono 
eliminarsi i termini di gradò dispari dalla sua 
eq. di grado pari , ovvero i termini di grado 
pari dalla sua eq. di grado dispari. 



> 
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Se trattisi delle curve di 2 * genere fa d'uopo 
eliminare i termini ey* ,fxy, gx* , /, e perchè la 
trasformazione a tal uopo necessaria introdu- 
ce due indeterminate , rimangono due eq. 1 con- 
dizionali. Cresce il n,° delle condizioni a mi- 
sura che s'innalza l'ordine della curva. 

Dicesi diametro semplice un asse delle ascis- 
se , talmente situato , che la somma delle 
ordinate positive eguagli quella delle negative. 
Ogni diametro di tal natura bipartisce dun- 
que lo spazio compreso nella curva, ed in se- 
guito si vedrà che per determinarne l' esistenza 
basta verificare se il 2. 0 termine dell' eq. espri- 
mente la curva possa eliminarsi . 

Il diametro assoluto è collocato in guisa per 
rapporto al perimetro 1 della curva , che a cia- 
scun suo punto corrisponda un n.° di ordina- 
te positive uguale a quello delle negative, con 
la condizione che ognuna delle prime abbia la . 
sua eguale fra le seconde. 

Si ha diametro assoluto quanda la sostituì 
zione d v 

A , A A f i f A 

x=u coe&.&^t cós.Lxtf=f& J \-!t sert.ù.x-\*lsen.u. x 

basta per eliminare dalla trasformata i termi- 
* ni affetti dalle potenze disparidi w, il che di- 
pende da un n»° di coedizioni eguale a quello 
de' termini da eliminarsi diminuito di 3 , per- 

A A 

chè tre sono lè indeterminate 0; t:x \ ti.x. 

Trattandosi di una curva di 2; 0 gt-adb si ha 
facilmente l'eq. de' dufe diametri a cui è ri- 
ferita. 
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Basta risolvere 1* eq. della curva , prima per 
rapporto ad y , indi per rapporto ad x , e tra- 
scurare la funzione affetta dal radicale. L'eq. 
della curva essendo al sòlito 

Ay * -\-Bxy-\-Cx* +Dj^Ea>t~F==o 
si trova (369) per V uno e per l'altro diametro 



Con questo sistema si determina la posi- 
zione del centro. 



Delle tangenti e delle seganti 

■ 

• - T 

5. 435. -Lia trasversale Ì (368) diviene tan- 
gente allorché 1 

[(2 A m+B) r , +(Bro+aC)jr,+ Dm + E]» = 

4(Am*+BmH^)(>^ +Bo: yr/ ec. + F) 

Supponendo il punto (x y y\) nel perimetro 
della curva la condizione prec. si riduce a 

(2 Am r j-B) r/ +(B/ W +2C)o: / +D/72+E^o ,. . (1) 

Dato m si ha x t ed jr t per mezzo della prec. 
e della y—y= m (x—x), e vicev. 

Il §i«t. dell' eq. 1 (1); ; Aj *+Bar j, ec. 4. F=o 
determina che la trasversale tocca la curva 
in un punto* (x l9 j é ) m9 e per avere l'eq. di una 
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tangente qualunque basta eliminare m dall'éq. 
( i ) sostituendòvi , e modificare la tra-' 

x x — x t 

sformata mediante l' eq. Ay * -+-B x y j ec. + F— o. 
La risultante , scrivendo per comodo 2B , 2D, 2E 
per B,D,E$ comparisce setto la forma. 

(*> ■ • Vj- t +Bx,+D)r^Bjr ( +Cx,+E)x+Ds+Ex,+F^ 

S' immagini che la tangente debba passare 
pel punto \* , /3) , sostituiscasi (ò per y , a per 
x, e ordinando per rapporto ad y , % t si avrà 

(A^ + B a4 .D) y/+ (B,3 + e« + E > ) * y+ D/3 + E* + F= o 

L'eq. relativa alla 2. 1 tangente tirata per 
(a , 0) , il contatto essendo (z ti , y J si ottiene 
con sostituire % n per * , y i# per y r Dunque l'eq. 

(A|3 + Ba + D) y + (B^ + C*+E)x + Dp + E*4.F=o t . (2) 

siccome resta soddisfatta dalle coordinate 
*/ » 30 i x // * 30/ » appartiene alla retta che passa 
per l'uno e 1' altro contatto 

Volendo il semmento } t della trasversale 
compreso fra il punto e la retta (2) 

basta eliminare x , y mediante V anzidetta eq. 
ed il sistema 

Il risultamento è 

A[(Am+B)f3+(Bm-pC>+D/n-J-E] ».+ . 
A^ + 2B«/3 4.C«» + 2D/3 + 2 E« + F=o, 
e- mettendo l'eq. (a') del §. 368, dopo la so- 
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stìtuzione di • , p per , y, , sotto la forma 

j»'^" + 2»'J + p / =o , la prec. eq. equivale a r'^+p'sap 

Sieno , $" i valori esprimenti le porzioni 
di S comprese fra (« , jS) e la curva , e si avrà 

ì": -/+✓(>'»- f»V) [-/ + V / (/'VfQl[>> / -V-(v / »-«;V ) ] 

7 -^-^'«-/f'r •wv'ovv) )-i»v. 



: quin<Ji 



; \r-n"=n"-^' , cioè 

Teor. *':♦>"::>,->':»''-$ 

* 1 ■ ■ 

proporzione che nella fig.* 102 equivale ad 

BE : BF : : EG : GF. 

4^6. Essendo proposta una retta- 
^ y-\-kx-\-\~ o, dove 6, A si suppongono in- 
determinati, può cercarsi qual rapporto dee 
sussistere fra A e A onde la retta tocchi una 
data curva di i.° ordine. Fatta per brevità 
l'ipot. che la curva sia dotata di centro, vi si 
trasferisca l'origine con sostituire x-H* per x, 
y +0 per y . Profittando dell' eq. (a) (367) 
quella della tangente, cioè l'eq. («) del §. prec. 
si cangia in 

e mediante la sostituzione indicata, in forza 
dell' eq. 1 (2) del §. 370 , si trasforma in 
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Per far coincidere con questa V eq. 
h y ÌÀ \r+ i =ò trasformata in hj^k x± i \h$^kot=zo , 
ossia 

*+i=o si ponga 



„ ■ _ / i (D/3+E*+£F) , 



...(3) 



.uindi f 2A ^' 



2 Ajr/ -fc Bx y t -\-Y)y ~h<ty t 

+Ex=krx it 

Ay,* +Bxj,\Cx; +7. (Dr.+Ear^ r (hy^kx)' 
ossia — F— V. (Dj.-t- Er )= * # ( hy^x) 
cioè (DH-A<r) r( +(E+AffV y +2F=o. 

Ma dall' eq.' (3) 

x=[(2AA-B/0<r+BD-2AEJ : (4AC-B*) 
y =[(2G A— B *) <r -)-BE-2CD] : (4 AC-B» ). (*), 



Dunque, restituita l'espressione di r, si ha 
la condizione richiesta 

(A^-BA^+CA^CD/B+Ea+F)*- 

[CD« +AE* -BDE-(4 AC-B' )F] ( i =o...(4) 



Questa espressione ottienri sostituendo snello nella *.• dell' 
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43? Per profittare della prec: eq. (4) sia 
Probi. È data* una curva di 1 • ordine MIM'H 
(F. R 121) e si suppone che una sua trasversale 
LK prenda tutte le posizioni possibili , restan- 
do però sempre tangente di un' altra data 
curva dello stess' ordine, QNR , e si diman- 
da il luogo geometrico de' punti P, determi- 
nati dall' incontro delle tangenti rie'punti M.M , 
ove la: trasversale sega la 1 curva MTM'H . 
Soluz. ne Sia pj*+qy % = 1 l'eq. della curva 
MIA*'» (Il calcolò è concimile se lb curva sia 

} ir iva di centro), e perciò pxx-\~qy 1 
'eq. della MP tangente in M (x l . y ) .' Chia- 
rtiando t , u le coordinate di 1 P si ha 
ptx, + quy t =\ , e Siccome pel 2. 0 Contatto 
sussiste ptx^auy^x , l'eq. della trasver- 
sale LK,è pùc^t q uy= \ . Sostituiscasi pt per * 
A, qu per k nella condizione (4) , e Ja risul- 
tante di 2. 0 grado in ifu 9 darà pel richiesto 
luogo geometrico una 3. a curva di i.° ordine. 

Cercando direttamente il luogo de' punti P 
nell' ipot. che le curve date sieno circoli ,- si 
trova i'&r. esposta sùl itine 1 del J. 43 1 , eq. che 
suppone )' origine nel centro del 2. 0 circolo , 
e dipende da dile Coppie di trigoni ortogona- 
li simili.. * 

II* predetto luogo si cangia in urta retta se 
la trasversale soggettasi alla sola condizione 
di dover passare per un punto fisso (a , , 
nel qual caso si ha l' eq. finale pt*+qu(k=?i , 
e si riferisce alla retta che passa per li con- 
tatti delle tangenti condotte dal punto (*,/3) 
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§. 438. Può adesso cercarsi l'eq. della retta 
che tocca in un dato punto una data 

curva <li qualunque ordine. * 

La curva essendo 

a±bx+cf± dxy+ex*\fy* ^gxy* +hyx* ec. = o 
se ne tolga a+bx^cy ^d^y pc.=o onde avere 
o^Kx-x^iy-J^dixy-xy^e (*» ) 4~ 

ossia (147 sul fine) 

<5) . . . \dy,\itx, ec) (x- *,) + (c \ dx, \ iff, ec.)^,)* 
(d + ec) (*-*,) (y-f,) K* + ec) C^)* + (/+ ec.) (.r^,)* ec 

Per considerare i soli punti in cui la retta 
Y—r = m (%-*,) incontra la curva si può so- 
stituire nell' eq. (5) m(x-x,) , per y-y,-* 
Così, soppresso il fattore %-*,, e fatto, per 
passare dalle intersezioni al contatto, x-x f 
resta 

b-\-dytf-*ex à ee.+m(c+d * +2/y, ec.)=o , 

bA-d y +2 e x ec. 
e perciò m =~ - 1 / ' ' — - — ' — • 

r c \ dx, \ ifj 4 ec 

Se per e f s.° V eq. della curva è y* + T r * == ' 0 
si trova ra=- 1£ come (375 sul fine) ; ed m=- £— ' 
per rapporto alla curva px*-\~qy*~i 



» 
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De' rami infiniti, 

§. 439 Uuna curva è dotata di qualche 
ramo infinito i.° quando ad x~ 00 corrispon- 
de un' ordinata reale (finita od infinita) : 2. 0 
allorché per un reale valor d\r si ha j=oo. 
jSeì u° caso si cerchino (149) * e «e™ esprimen- 
ti r nell ? ipot. d'or grandissima, vicev. nel 2. 0 , 
Seneche (146) sono della forma 



V% 7 + Qx x " ec. + P '% ' + Q'aT ec . . . . (I) 

dove il n.<> de' termini affetti dalle potenze ne- 
gative è limitato . Pongasi 

y /3 et ; , 

^,=...P,r +Qjc +,Rx ec,...(II) e si avrà 

^—j^P'j: +Q.r ec. , cioè 7=/, quando x=& 

La curva (1) si accosta dunque indefinita- 
mente alla curva. (II) en'è un assintoto cur- 
vilineo. 

Siccome 1* ecr, parabolica y =P.r a -j- 0^ -f R 
è compresa nella formola (II) diconsi rami pa- 
rabolici quelli i cui assintoti sono espressi con 
la formola citata ; e perchè gli assintoti dell' 
iperbola conica sono rettilinei , diconsi rami 
iperbolici quelli i cui assintoti sono caratte- 
rizzati con un'eq. della forma j= Q x+ R. 



Di 



7 3 

Questi sono paralleli ad A x se Q=o , coin- 
cidono con Ax se Q=o ed R— o. 
Ciascuna dell' eq. 4 



si riferisce ad un ramo assintotico. 

Il i.° assintoto curvilineo di uniamo iper- 
bolico ha per equazione 

. y=Q^H-R+Fx' 3 . Questa, sostituendo 
x—u cos. u.x , y=*-r * t w seiu u * x * 

e per maggior semplicità , $=nm , jr 35 *^^?' +w 
si trasforma in 

nu^t^k=Qmu-\-'R-jr'P , rn u , 

eq. che sempre si può ridurre a t— Vm ^ . u ^ , 
perchè facendo n—Qtn e A R, si hanno per . 
determinare m ,nV eq.* rc= Qw , /w 9 /i* = i ^ 
le quali danno i valori reali 

» 

i Q 

m — — ,n = 



Le curve fc=P' w u , siccome comprendo- 

no come casp particolare l'eq, t=p w"' dell'iper- 
bola conica, diconsi iperbole 4 e ' g r( *$ supe- 
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sponde u = oo e viceversa. 
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L' assintotò curvilineo di qualunque ordine, 
spettante ad un ramo iperbolico , ed espresso 
jir 

r^Qa-f-R-f-P' xT + Q'x y ec 
si trasforma come sopra in 

ha per assintotò rettilineo l'asse delle *,l'iper* 

boia t =P' iti u per assintotò curvilineo. 

Scoperta la natura dell' assintotò (parabolico 
se y>i , iperbolico se y^=\) fa d'uopo assicu- 
rarsi che niun termine divenga immaginario, 
e «er tale oggetto altra scorta non vi è che 
la legge con cui progrediscono i termini com- 
ponenti il 2.° membro dell' eq. I. 

Ne' soli rami iperbolici rappresentati dalt 

e<j. j=P+P' j^ ,ad x— oo corrisponde un fi- 
nito valore d'^ ; ma con rendere gli assi ob- 
bliqui agli assintoti rettilinei, diviene infinita 
l' una e T altra coordinata : dunque le coordi- 
nate di un ramo infinito possono supporsi 
entrambe infinite. È fondato su questa ipot. 
il seg. 

§. 440 Met. 2/ L'infinito aumento d' x,y , 
fa svanire nell'eq. di una curva dell' ordine ti 
tutti i terminigli una dimensione < n ; l'eq. 
si riduce ad 



Di 
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se y^hx n J è un assintoto, si cangia in 
A h" •+- B A— + C h— . . ■. + V=o (2) 

e qualora siavi un reale valore di 7* {— è 

ly— ax ^o T eq. di un assintoto rettilineo: 
essi son dunque tanti quante le risolventi rea- 
li dell' eq. (2). 

Sieno s n , *. % v . • s; ,s t ,s 0 , gli aggrega ti re- 
spettivi de' termini di n , »— 1 , ... 2 , 1 , zero 
dimensioni 9 componenti V eq. proposta. Sicco- 
come s a è per ipot. della forma (aj—bx)^ ; 
essa equivale ad 

« y-— &r=— — — - — ec.— — > 

e sostituendo nel 2. 0 membro — per y , attésa 
r omogeneità di fi con s n -i , si ottiene 

nr— + — . , ...(5; , 

^ or x* x"- 1 

t ■ ■ 

dove a , *' , — , sono costanti / e nell' ipot. 
A 9 x = » si possono assumere le successive eq> : 

ay— bx=u (assint. rettil.); ay—bx=a.-)r — 

(i.° assint, curvil.) ec. 

Qualora s n contenda '(ay—lx)* ogni termi- 
ne della funzione (3) risulta infinito , perchè 
/* è della forma v (ay—bx) f e si riduce a zera 

mediante la sòstituzioné di ^ per /• 
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Per supplire al difetto del metodo pon- 
gasi a y—b x = u y e siccome s a dev'essere divi- 
sibile per u % si avrà 

s m = Au* A'u? * B - S -H A' V t-+ ec. 

s a ^= C + Cu t*~ 5 + C"u*e~* ec. 
ec, ec: 

I soli termini fra i prec. , che eiver possa- 
no fra loro qualche rapporto quando t =00 f 
essendo Au*f*-* % B?~\ l'unica eq. ammissibi- 
le è Au % + B t~o ; perciò la curva espressa 
dell' eq. (1) ha due rami che all' infinito si con- 
fondono con la parabola , cioè due assintoti 
parabolici. 

Se B=o l'unica eq. approssimata che può as- 
sumersi è 

A«»r-+BV< M +Cr*=o, cioè Au* + B'u+C^o, 

ma' bisogna che i valori di u sieno reali. Tra- 
lasciamo di considerare il caso che s a con- 
tenga il fattore (ay—6àty 9 ec. perchè "tal di- 
scussione non è nè difficile nè interessante, E 
per la stessa ragione omettiamo la prolissa 
indagine cfre potrebbe intraprendersi per rap- 
porto alla costruzione de' rami assmtotici . 
Persuasi di dover riserbare alla Geom. a Subli- 
me ogni ulteripre investigazione, terminiamo il 
presente artic, osservando che il n. Q de' rami 
infiniti è sempre pari. Infatti l'esistenza di un 
ramo di tal natura, "esige che la serie espri- 
mente l' ordinata infinita sia reale o semi-im- 
Tom. Ili, f 
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maginaria : Nel i caso ad ogni valore di 
x corrisponde un real valore d'j- e però ec.; 
nel 2.° si na il doppio segno del radicale. * 



Intersezione delle curve e costruzione 
dell' eq} superiori al 2.° grado. 



s, 



due date curve s* incontrano le 
coordinate che corrispondono alle intersezioni 
sono identiche: ivi dunque coesistono le re- 
spettive eq.* , e non si tratta che di eliminar- 
ne una coordinata per aver dall'eq. finale i va- 
lori dell'altra ; valori che sostituiti nella più 
semplice dell' eq.' date , determinano , quando 
le risolventi di essa sono reali, il n.° e la po- 
sizione de* punti comuni ad ambedue le curve. 
| Le curve proposte essendo per es.° la para- 
bola y* = za x—2ab ed il circolo y* = 2# x—x* , 
si ha mediante la sottrazione x* — 2 ab = o , 




cioè x= ± V 2 a b , e sostituendo nella ì .» eq. 

proposta , y=\/[2a ( ± ^2ab-b)] ; dunque due 
sono le intersezioni se 2a>b. 
- Le curve y % -xy—a* , y* -2*y 3 +x 3 j=r£* %* , 
ne ammettono quattro perchè danno 

a* a % 4- \5ai -\-Aa % b % 

x= ± ^ , — * 



Trattandosi di due circoli 
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si ottiene sottraendo la 1 * , 

_ g a +^- « » - ft, » - r a + r, a -2(*~a ).r 

e fatta la sostituzione in una delle proposte 
si ha un'eq. di 2. 0 grado in x . Dunque le in- 
tersezioni ai due circoK non sono più di due. 

La stessa operazione su due eq.* analoghe 
all'eq. (a) del §. 367, e che indichiamo per 
y a -|~Pj-f-Q— o , y a + Pj -t-Q =o , purché il 

coefficiente d' x* 1 non sia =1 , dà y = Q / ~Q 

affetto da x a , e sostituendo si perviene ad un* 
eq. di 4. 0 grado in x. 

Per dare un es.° d'intersezione reale, determi- 
nata da valori razionali , sieno le curve 

y*=zax , y a — 4ay— 2ax-\-%* -\-\ a * =0 , 

la 2. a delle quali appartiene al circolo riferito 
ad un asse, distante di 2 a da un suo dia- 
metro parallelo ,=2 a. Toltala j . a dalla 2. a ri- 
sulta 4 a y —x % — fa* = o , cioè 

y ~ — jj — > e sostituito questo valore nella 
j. a si ottiene 

a?* + 8a a x a — 32a 3 x-J- 16^=0, 
eq. a cui soddisfa x=2a : quindi r=4fl+4^_ 2a: 

dunque si ha ftn' intersezione in quel punto 
della parabola ove ciascuna coordinata è =2a. 
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Per appurare tutti i valori reali d'x^y, e 
talvolta anche per giungere all' eq. eliminata, 
si richiedono speciali metodi eh' esporremo ne' 
libri III e IV. Per ora ci basta di aver fatta 
conoscere lo spirito del metodo che dee se- 
guirsi. 

§. 44 2 * L* artifizio per costruire le risolven- 
ti d'ogni eq. algebrica di un ordine superio- 
re al 2. 0 , si riduce a scegliere due eq. 1 in x,y> 
tali che eliminando un'incognita ne aerivi l'eq. 
assegnata : l'eq.» prescelte iappartengono a due 
curve , le cui intersezioni determinano le ascis- 
se eguali alle risolventi cercate: fa però d'uo- 
po assicurarsi che la costruzione non venga 
imbarazzata dalle intersezioni immaginarie % 
ed a tal effetto si assume una dell' eq. 1 ausi- 
liari sotto la forma y=a~\-bx-\-cx* eq. spettan- 
te ad una curva del genere parabolico, oppu- 
re si preferisce l'eq. più ampia M + N^ = o, 
dove M , N sieno razionali funzioni d' %. Fatta 
questa ipot. facilmente si vede che la 2. a eq. 

ausiliare dee mediante la sostituzione di = — » 

per y , trasformarsi nella proposta: che in con- 
seguenza essa coincide con quella, la quale 
òttiensi sostituendo nella proposta in vece d'r, 

M 

la funzione — — , ovvero V espressione di una 

funzione d'or in essa esistente , tratta dalla 
M + Ny = o. . , 

Sia x* +ax* + bx— e— o , Ijl dimensione di 
a , b , c essendo respettivamente doppia , trypla, 
quadrupla , e si riguardi la proposta come il 
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rìsultamento della eliminazione di un'incogni- 
ta j fra due ea. 1 di 2. 0 grado in x , j. Assun- 
ta ad arbitrio req. x % ~py si ottiene 

P % y* ±apy-\-bx—c=o, 

e traslocando V origine con fare y=z ne 
deriva 

cioèl'eq. parabolica jz* = ^ [4£^^L— jt]....(i) 

Nell'ipot. di #<:o si alzi (F.M22) Aa per- 
pendicolare ad Ax , = f - , ed ac parallela ad 

Ax sarà l' asse delle ascisse da cui si dee par- 
tire per avere le z : il vertice della paratola 
espressa coli* eq. (1) è in b dove z—o 3 ipot. 

— v« ^ — ~ (—ab) . La parabola (1) 

di cui si conosce il vertice b, V asse A « a 1 ed 

il parametro - , si può dunque descrivere. 

p % 

Facciasi lo stesso per rapporto alla parabola 
x%== py-> indicata per BAC, curvaci cui para- 
metro p\ il vertice A,' l'asse Ay; e le ascisse 
AP , AP' , AP", AP", corrispondenti ai punti 
M..MT, M''., M"', ne' quali le due parabole 
s' intersegano , saranno le risolventi della pro- 
posta. 
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Le ascisse anzidette si riducono a due quan- 
do a > o caso in cui l'asse baa passa al di 
sotto di A.r , ed a tale distanza da esso che il 
ramo b E più non attraversila parabola BAC: 

svaniscono tutte allorché il termine !L(>o) 

2/7 

è di tal grandezza, che la curva DA E cade 

tutta al di sotto di Ax. 

Mettendo la proposta sotto la forma 

x 4 — ax* + 4jr4-c**i*s=ò(*) 

può farsi xy = cd, onde avere 

- ax* 4. bx + x*j*= o , ossia x* - a | — iy*: 

.0* 



eq. che equivale ad x* + 4. *Z — a~o e spetta 

ed 

al circolo. , 

Si descrivano fra gli assintoti rettangoli 
. QAQ', P"AP' (F.* i23) le iperbole equilatere, 
la cui potenza sia = ed ; prendasi inferior- 
mente ad AP la retta AC = — , ed il circolo 

icd 

descritto col centro C ed il raggio=v / (AC-f-tì) , 
incontrando le iperbole opposte ne' punti M , M', 
M", M'", determina i richiesti valori d' x , 
espressi per AP , AP' , AP", AP'", e perciò si 
vede che le risolventi di un' eq. di 4. 0 grado 
sono quattro. 

1 

(*) L'omogeneità esige che l'ultimo termine sia della forma 
«<3yt) , e Può sempre supporti yS=d*. 
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Osserviamo intanto che per costruire uneq. 
cubica x*^\-px-{-<f = o basta moltiplicarla per 
x e paragonarla coll'eq. generale 

x* + ax % -J- b x \ c = o. 

Così la costruzione d* x* — 2m* = o , eq. che 
serve alla duplicazione del cubo, si fa dipen- 
dere dalla doppia intersezione delle parabole 

x* =py , z* = _.jr(*); e l'eq. ,r 3 - 5 /* r a ayAr* £=o 

relativa alla trisezione di un angolo (227), trat- 
tata nella stessa guisa somministra tre valori 
per x , valori che a suo luogo si vedrà essere 

sen. a , sen.(*ls t a) , -sen.fo r+a). 

Mediante V intersezione di un circolo e di 
un' iperbola elegantemente si costruisce la soluz* 
del probi, di cui (34o) 

L'angolo assegnato sia IBM, (F.* 124) C un 
punto esterno dato, e la trasversale richiesta 
CED sicché ED~<L Condotte le C L' , CI' , re- 
spettivamente parallele a BJ e BM , si conosce 
la CA e la CF , e compito il rombo F4, basta 
tirare AG parallela alla GED , ed HEK pa- 
rallela a BD , per vedere che il punto G , estre- 
mo di una retta AG=ED~<^, che parte da. 
un punto cognito A, appartiene alla circon- 
ferenza circolare NGL aata di posizione. 

Dai trigoni eguali CDF , CDL , tolgasi re-* 
spettivamente trig. BDE -f- trig.» CEH , 
tri. EDK + tri. GEA , e si avrà 

rombo FE = rombo EL — AE.BD sen. EBD ; 

(*) Basta fare nelTeq. (i) *5=-*m», «So, est. 
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* 

FD . DGjen.ÉBD [±=(HE.AE + ER. AE>™.E&)]=s 
al rombo FA , e però il punto G appartiene 
anche ad un' iperbola conica GAg descritta fra 
i noti assintoti CF , FD , e che passa per A . 
Esso è pertanto nell' incontro dell' iperbola 
pred.*e del circolo NGL. Trovato G si tiri 
GD parallela a BA e la GD darà ED = f. In- 
fatti se conducesi la GN parallela a BD , si 
ha per la natura dell' iperbola 

B A : DG : : FD : AC : : FC o B A : AE , 

a 

cioè AE=DG ; perciò EAGD è un rombo ed 
ED=AG=J; come ec. 

La 2.» intersezione determina una nuova tra- 
sversale soddisfacente Cde. Si hanno quattro 
soluzioni quando AG è di tal grandezza , che 
il circolo NGL incontri anche l' iperbola op- 
posta G'A'g-', ed in tal caso esiste una trasver- 
sale che passando per G taglia i lati dell'an- 
golo fFi'(==r— IBM). 

fi. 443 Per ottenere la più completa e gene- 
rale costruzione di qualsivoglia eq. di 4»° grado 
x* a x% ~h hx -f- c = o , giova prescegliere la 
parabola my = x % ±nx , ricavarne x*=(my-nx)% 
e ^ espine neUa pro^U . 

* 

m a y* — 2 mnxy-Yia-^n* )x % -1-£jH-c=o , 

cioè un' eq. ; che in forza delle indetermina- 
te m , n , si riferisce ad infinite curve di 1 .° 
genere. Per darle tutta V estensione possibile , 
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se fie tolga ito moltiplice m p (m j— x m — n x) 
dell' eq. ausiliare , e si vedrà che la trasformata 

my* - imn xy+(a -\-n % -\-mp)x*+(P +mnp)x- m*pr -+-c=o ( 1 ) 

si riferisce all' ellisse o all' iperbola , secondo 
che sia a^rrnp> ovvero <o ; alla parabola se 
a ^ m p-.o ; al circolo qualora si abbia n=o e 

p=m- *(*) 

Attesa 1* identità delle ascisse , le curve com- 

Erese nell'eq. (i) incontrano tutte la parabo- 
t ausiliare negli stessi punti: perciò due di esse 
soddisfanno alla costruzione richiesta. Un'eq. 
di 4. 0 grado si costruisce dunque per mezzo 
della parabola combinata con una delle curve 
coniche , e per mezzo di due qualunque di 
tali curve purché non sieno due circoli, i opa- 
li , siccome ammettono due sole intersezioni 
(441) non possono soddisfare generalmente ad 
un'eq. le cui risolventi sono quattro (§„ prec.) 
L' eq. x 5 -t*ax-\-b=o si tratta nella stessa guisa 

S 

(*) In tal caso l'cq. (1) e 

»■+»■•$■<-=)»— i 

ed aggiungendo ^(m- / T k ** can 8 ia ifl 

*q. che facendo V-'Awi— =tt, XI J. =t , 

±y~{-JL- 1 =* a , diviene u* =»• -t . 
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Sostituendovi my—nx per x % si ha la 2.* eq. 
ausiliare 

mxy—nx % -\-ax~\-b=o , 

e sottraendo p(/ny—x* —nx) si ottiene l'eq. 
iperbolica 

Giova però moltiplicare la proposta per x e 
trattare la nuova eq. col metodo sopra espo- 
sto. L'intersezione soprabondante cade nell' 
origine e si determina facilmente. 

Un* eq. di 5.° grado, dopo averla moltipli- 
cata per x % si costruisce con una curva di 2. 0 
ed una di 3.° grado. In generale, se il massi- 
mo esponente m della proposta è un ri. 0 pri- 
mo, se ne fa la moltiplicazione per or* , dove k 
sia il minimo n.° intiero possibile , e tale che 

possano aversi due n.* n! 9 m ^ , i quali pre- 

R 

sentino la minima possibile differenza. 
s Nella scelta delle curve ausiliari deesi aver 
riguardo, non tanto alla semplicità dell' eq. e 
dell' ordine , quanto alla facilita del metodo che 
si ha per descriverle, poiché l'eq. altro non 
è che un segno il quale ci guida nel calcolo, 
ed in sostanza la soluzione dipende dalla de- 
scrizione della curva. 

$. 444. Quando, due date curve di i.° ge- 
nere s' incontrano in due punti , sovente giova 
conoscere 1' eq. della retta che li congiunge. 

Trattandosi di due circoli 
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» 

basta sottrarre la 2.» eq. dalla 1 . a per avere 

2i3j+2ax=r*— r*-\-(ò % eq. richiesta. 
Così l'eq.' paraboliche 

y % +dy + ex+f=o , y* +t/ V+e'x+/'=o , 
danno {d~d)^(è—e^x4-f--f=o . 



Talvolta però è necessario un adattato ar- 
tifizio ed in seg. ne daremo parecchi esempj. 

Delle curve simili od affini , 
e delle curve uguali. 

■ 

§. 44^« Due curve si dicono simili quan- 
do le coordinate di una essendo x , y , quelle 
dell'altra sono mx, my. Tali sono le curve 

A/* +Bxy+Cx * -j-F=o 
* Ay*+Bxy-fGr*+- =o. 



La somiglianza è completa se alle respetti- 
ve ascisse dell' una e delT altra, proporzionali 
ai respettivi parametri a, a, corrispondono due 
ordinate, aventi fra loro il medesimo rappor- 
porto a:a; e lo stesso perciò si verifica delle 
rètte e degli archi omologi. Infatti , attesa la 
necessaria omogeneità de' termini, la proposta 
eq. che supponiamo di 2. 0 grado, de v'essere della 
forma 

^ a +xy--|-x*-j-«(x4-ij')H-fi s ==o , 
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che non si altera mediante la sostituzione di 
a x y 

- i - i - per y. 

m m m 

Ciò succede per es.° nell' eq. del circolo 
y*z=.iax-x* , in quella della parabolar*==«.r,ec., 
in conseguenza i circoli, le parabole, ec. sono 
curve simili . 

Se le ascisse di due date curve stanno come 
1 : r, le ordinate come 1 : ì , le due curve di- 

consi affini . Fatta per es.°- la sostituzione d' * 

per x , e d' Z. per y neir eq. del circolo, si ot- 
tiene 1' eq. ellittica 

7a#<? l'ellissi sono dunque affini al circo* 
lo e fra loro. 

L'eq. y*=ax diviene y*—?f~x: perciò 

r 

le curve affini alla parabola sono parabole , 
simili alla curva principale e fra loro . Lo stes- 
so deesi dire delle iperbole espresse con l'eq. 1 

y z =a*x, y z ^==ax % , y*x=a z , ec. 

Rapportando le iperbole coniche agli assi 
«cuopresi eh' esse sono affini , e facilmente si 
vede che l' ellissi e le iperbole divengono le une 
simili all'altre quando i loro assi principali 
hanno lo stesso rapporto. 

Se l'eq. della curva sia F(x, y, a ,£)=o, 
le infinite curve provenienti dalla variazione 
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di un solo parametro posson' essere anche ugua- 
li: tali per es.° sono le curve y—b-\-V (2#%-% 2 ) , 
perchè qualunque variazione di b altro non fa 

che traslocare il centro del circolo jf =V 2ax-x* , 
lungo una retta perpendicolare ad Ax. 

Lo stesso avviene per rapporto alle curve 
espresse con un'eq. F ( x ,j , a y b , c) = o , ed 

y~ c+ — V (2cx-i J ), facendo variar c , rap- 

b 

presenta un' infinita serie di ellissi , il cui cen- 
tro è in una retta perpendicolare come sopra. 

§. 446 Cerchiamo in qual modo possano 
esprimersi con una sola eq. tutte le curve 
f{ x >y> a )—o> nell'ipot, che a varj gradata- 
mente e le successive curve si trovino in una 
diversa posizione , dipendente da una data leg- 
ge, e per maggior chiarezza proponiamoci un 
circolo AMB (F. a i25) il cui raggio— a \ 9 ed il 
diametro AB resti parallelo a se stesso , men- 
tre il punto A della circonferenza (ovvero il 
centro C) descrive una data curva AaL, che 
chiameremo direttrice. 

Il diametro AB prolungato sia Passe Ax di 
A«L, Ak=b, ak~ <p (b)=B , funzione cogni- 
ta. Condotta per a la parallela ad AB , è que- 
sta , cioè ab , il diametro del circolo il cui ver- 
tice corrisponde al punto a della direttrice. Da 
un punto m del predetto circolo si tiri l'ordi- 
nata rettangola mP=u e sia AT?=~t. Facen- 
do ap(==x)~t—b , pm (==yy— w — B; 

siccome (pm)* — la.ap — {ap) % , risulta 
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eq. che in forza della variabile b rappresenta 
tutti i circoli AMB , amò , ec» 

Qualunque sia la curva proposta altro non 
si richiede che sostituire nella sua eq. /— b per 
x , u — B pei; jr . 

§. 447. Con la posizione della curva può 
supporsi variata quella dell' asse , e ciò a te- 
nore di una data legge , per es.° i.°che l asse 
AB tenda sempre ad un determinato punto 
e si conservi da esso equidistante: 2. 0 elle i' e-* 
stremo A percorra una data curva direttrice 
AaL (F. a 126) e l' angolo #QA sia una cogni- 
ta funzione Q dell' ascissa A/ r ( 4) , corrispon- 
dente all'ordinata ortogonale ah della diret- 
trice. Trattasi di trovar l'eq. fra le coordina- 
te rettangole QP(== 7) , m P 1 26 e ; 25) 
di qualunque punto m della curva mobile. 

Sia (F.» 126) AQ-=«Q^«,AQ«-0 9 mp(=f) 
perpendicolare ad ab, che si suppone essere 
l'asse AB trasferito a seconda della i. m legge 
sopra indicata, Ps parallela a , prolunga- 
ta sino alla mp in s , Pc parallela a ps. Dal 
trigono PQc si ha Pc ossia ps = t sen. 0 , e 
Qp—Ps ossia Qc^tcos, 8, Dal trigono rnPs, 

dove Pms—6 , risulta Ps=usen,6 ed ms—ucos.ij 
quindi 

Qpr=t cos. fl + u sen. 9 , mp^u cos. 6—tsen. 6 ; 
e perchè Qp=a-j r x ,mp=y , si ha 

x~tcosJ + usen.fi— a , y—ucosJ—tsen.tj 
od altro non resta che sostituire quest' espres- 
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«ioni nella data eq. /Cr,y ,#)=o della curva 
A MB. 

Nella 2. a ipot. abbiamo (F. a 125) 

j-(=m^)=«co^8- 6sen.t-$(fi)cosJl+tsenA, cioè 
x=(t—b)cosJ—(u—<p(ò))ten.6 > 

Per dare un es.° della variazione relativa ad 
un parametro , si concepisca un indefinito n.° 
di circonferenze circolari AM,A,M, A M ec. 
condotte per uno stesso punto p (F.« 1 27 ) ed 
avenn il centro C in una data retta LN. Sia 
la perpendicolare W=p , mp (or d. rettan g.)= r , 

Vp=x, MC=r, e siccome CP= ^r*-p* , 



si avrà 



7" + *' + 2 a- Vr» , . 

eq che attesa l'indeterminata^, rappresenta 
tutti 1 circoli di cui sopra. 



Delle curve il cui ordine è superiore al 2.* 

■ 

5, 448 La forinola delle curve di 3. p gra* 
do , altrimenti dette di 3.° ordine e di 2.° gè* 
nere, è 

4) 3 +Bj*ar+Qrx* +Dx 5 +Ey*+ F*j~<rGx* +Ify +1* +Li=x>J(j{% 
ossia y s +(«+*a:3r'+(c +*p+«>+/*»+^+ fcr+i=o...(a) 



Siccome l'eq. Ay 3 + Bj a a^Cy.r a + Da: 3 =o ha 
per lo meno una risolvente reale (*) l't?q, (A) 
può mettersi sotto la forma 

e questa , facendo y «= x ^JtZ^l\ s * 

cangia in 

* a* *f 0a* a + yw a + 6 w+ fr 3 + nt* +9/ 4. A=o. . .(*') 

eq. ugualmente generale, e che contiene cin- 
que soli termini affetti da u ; termini per rap- 

•» 

(*) Fatto il cubo dell' eq. X= 

«•sia rf-Zy/yZ . .r— y-[-^ • 0) 3 e( l- che dovendo r* 
stare soddisfatta^ dall' {pot su cui è fondata, ha una risolvente reale 

*^'\ly~\-Sl Z : d'altronde sempre si può soddisfare al sistema 



Z\yz=zp 9 y~\-Z — 7, ricavando yzs? %p*, indi (j^y-fyyz 
ossia (y— z)* , ed ogni eq. x* \ax % o , facendo x — y~ l /*a di- 

Tiene della foima x 1 _px+g s o. Dunque l'eq. (i) rappresenta quali 
«voglia eq. cubica e però ec. 
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porto ai quali possono farsi 3t ipot., cioè che 
ne manchi uno, che ne manchino due, tre, 
quattro . Un' adattata trasformazione riduce 
(36g) tutte l'eq.' anzidette a quattro forinole, 
cioè : 1 

m'u* t + b'u -Hi' 3 H- tv + 8 '<+ A'=o .... (A 1 ) 

i t u -+- Z't s + fa +•'*+*' ♦ =o 

yV + =0 

t' u -K't 3 + 8'/+ A' =ro : 

Può consultarsi una mem." di Nicole (Accad. 
di Parigi 1729) dove quest'argomento è traN 
tato con accuratezza. ' 

Leonardo Euler (Introd. in Anal. Inf. Parv. 
T. 2. 0 Cap. 9) considerando il n.° e la natura 
degli assmtoti è giunto a distinguere le curve 
di 3.° grado in 1 6 generi \ ed ha assegnato per 
ciascuno la corrispondente eq. I predetti 1 6 ge- 
neri comprendono le 32 specie riconosciute da 
Newton (Enumerat. Lin. tertii ord.) , n. 0 d'al- 
tronde incompleto, e relativo alla varia forma 
delle respettive curve in uno spazio finito. 

É un caso particolare del 1 4.° genere Eule- 
riano la curva contemplata da Giacomo Ber* 
noulli (Op. T. 2. 0 p. 54o) la di cui eq. è 
a% f ~y =ax 9 . Essa dee la sua rinomanza ad 
uno stravagante concetto del prelodato Geo- 
metra , concetto da lui espresso coi seff, ter- 
mini: Nec absurdum est unam eamaemque 
numero magnitudinem in pluribus locis discre~ 
tis et separatis simul esistere. Sic duo cuiyce % 
Tom. IH. g 
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non obstante intervallo quo dirirnuntur , non- 
nunquam constituunt unam eamdemque cur- 
vam , qualis est qua exprimitur per 

A questo proposito fu osservato da Cramer 
che Bernoulli confu.se il segno coii la cosa si- 
gnificata. 

Ecco le forinole de' 16 generi Euleriani. 

I . . .r(x*-2mx+r&y*)+ay*^bx-\-cy-t-d==o 
dove m*<ji* e b> ovv. <o. 

II. . . r(x*— 2mf-j r n*y 1x )-\-ay*-\-cy-\-d=:o 

dove ra 2 <crc 2 . 

III. . . y(x—my)(x— ny)^ay % +bx-\-cy-\-d-o 

a 

. non essendo m=n 9 ne b=o, nè mb _=o , 

(ni- 

nè rc£+c+ a =0 

IV. .. y (a? — ray ) (<r— ny)-\-ay % -+-cy-\-d=o 
purché non sia m=rt nè c4- — - — =0 

* ' (jn-nj 

V . . . y(x-mj)(x~/iy)+^j*~^^+^o 

£ m non=rc< 

VI. . . y % ( tw^)-}-«j: s + £ x-\-cy\-d=o 
purché non a=o nè 2m z a*—mb- 



VII. . .7* (»— mj)^x a 4.èx|m(2/w s a a -b)y+d=zo 
- Ja non=o | 



VIII. . .y * ( x— my) + b* x+CY+d=o 
\non b=o nè c-)rmb* — o \ 

IX , . . j % (x-/wy)-}-£ a x-mb*j-{-d—o f non A=o£ 
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\ non ò=o nè c~rnb % =o \ 

XI ... j a (xwnj)-^ a o7-|--mi 3 j+fl?=^o{nonA==o} 

XII . . . y a (x— ™y)+cj+</=o [ non c=o ] 

XIII. . . y a (jc—my)-|-flf=o 

XI V . . . y 3 +fifx a -h^*7-f cy+rf=o [ a non ^o] 
XV . . . y 3 -|-è xy-\-c y-\-d— o 

XVI. ..j^-J-ffy+ix^o [non £=o ] (*) 

§. 449. Per mostrare- come deesi procedere 
nella discussione delle curve di 3.° grado , sia 

Es.° i.° La curva xy*— ay^bx* +cx* A 
la quale non differisce da quella espressa con 
1 J eq. (A ). 

Posta 1» origine in A(F. a 1 28) sieno Ax, Ay, 
gli assi rettangoli, e si vedrà che la forinola 
y=\ %a± V(bx* -f-cr s +dx* -f ex-\->ka* )}:% 
dà due valori PM, Pm; che quando x=o il 
1 .° diviene infinito e coincide con V assintoto 
Aj , il 2. 0 è finito ed espresso dall'ordinata 
Ap . Siccome la PM risulta infinita anche quan- 
do è tale la x , i valori d'x fra o ed * som- 
ministrano per y una serie di valori , che 
dall' 00 in t A decresce sino ad un certo punto 
B , per riprendere nuovi aumenti all' infinito . 
Il valore negativo Vm decresce da Ap sino ad 
un certo punto b , aumentasi indefinitamente 
al di là di esso. 

Fatto *<o, le pM, pm 9 negative diseguali, 
divengono identiche in dove coincidono con 

(*) D' onde mai proviene che Cramer trova 14 soli generi ? Il celebre Cav. 
Rufiini soddisfarà con un metodo generale sulla classificazione delle cur- 
ve , a guesta difficile dimanda. 
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la tangente «Q; e si sa (§4 2 * li»-^- a ) che le ordi- 
nate uguali corrispondono alle quattro risol- 
venti reali A*, A|3, Ay , AJ, dell' eq. 

bx* ~-cx z -\-dx* —e-\- l ììa % =o. 

Esse sono immaginarie nelP intervallo de' 
punti *> fi; y, ì; reali fra /3 , y. Aldilà del 
punto $ un' ordinata cresce all'infinito, l'altra 
all' infinito diminuisce. È facile il concepire la 
formazione dell'offe R. 

Es.° 2. 0 La curva data essendo 

i 

oy 1 —x^-\-(b—c)x % -\-bcx=o 

se ne deduca ±tf<+*X»*) , - 

e si vedrà eh' ella è dotata di due rami simili 
BV, BV' (F. a 129) da ambe le parti dell' asse 
Ax ; che le ordinate sono immaginarie quando 
la x è positiva <b (=AB) ; che sono reali dalla 
parte contraria da x=o sino ad x—-c (— AC), 
che al di là di — c riprendono il valore imma- 
ginario. Basta dare ad x un sufficiente n.° di 
valori consecutivi per ravvisare la forma trac- 
ciata nella fig. a ; l' indefinita estensione de' rami 
BV, BV, e l'esistenza di un' ovale AEC dalla 
parte delle x negative, ovale il cui diametro 
AC è =c . 

Supponendo c=»o la proposta diviene 

jespres- 

sione immaginaria quando x<co ovvero >o e 
<:£; =0 quando è tale la x. 
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Il punto A dove le % , y svaniscono insie- 
me, siccome soddisfa all'eq., appartiene alla 
curva "quandunque solo e dicesi coniugato. 

Per es.° l'eq. (x a — +(y a — 6*Y — o non 
rappresenta che quattro 4 e g'i anzidetti punti, 
situati ne' respettivi quattro angoli degli assi ; 
mentre (ac a — a*) E ~t-(y a — è*)* — c* si riferisce 
a quattro curve rientranti, poste come sopra. 

Per concepire onde il punto A tragga l' ori- 
gine, riflettasi che l' ovale AEC si ristringe per 
gradi a misura che c diminuisce. 

Facendo b*=o si ha ay % — x 3 — <?x*=r=o, e da 
questa eq. apparisce che i rami BV, BV, pas- 
sano per A e formano un nodo insiem coli* 
ovale (F. a i3o) Diminuiscasi progressivamen- 
te anche c, ef si vedrà che la foglia AEC si 
ristringe e sparisce quando ay a — x z =o. Que- 
sta dà y= HfcrV £ ; perciò la curva ha due 

a 

rami dalla parte delle x positive (F. a i3i)ed 
a suo luogo vedremo che il punto A è un pun- 
to di regresso a cuspide , qual trovasi espres- 
so nella fig:* cit. (*) 

§. 45o. Tralaséiata 1* infeconda e spinosa 
teorica delle curve di 4. 0 grado, argomento 
che scoraggi l'immortale Geometra di fVolstrop, 
che quasi inutilmente stancò 1' infaticabile 
Bragelogne , e mal corrispose agli sforzi 

" \ 

(*) Dopo il profondo ed enimmatico saggio di Newton. ( Enumerati 6 
linearum. tertii ord. ) opera diciferata da Stirling- ed estesa da Ma- 
cìaurin nella sua Gcom. Organ. c:i , si sono distinti nella trattario ti e 
di questo argomento, Nicole ( Acad. des Se. de Paris 1729 ) , Eultr 
(Jntrod. in Armi, Inf. Parv. T. 11.) e Crawer ( Jntrod. à V Anoi- 
des Lignts courbes ) . 

\ 
\ 
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dell' Eulero e di Cramer, ci limitiamo ad osser- 
( vate u # che una curva del grado sopra indicato 
può esser dotata di otto rami anche infiniti, spet- 
tanti a quattro curve distinte , che in conse- 
guenza essa , nel più ampio suo significato , 
rappresenta un sistema di curve: 2.°che una 
costruzione analoga a quella del §. 445 soven- 
te riesce opportuna per discuoprirne 1* anda- 
mento e le modificazioni. ■ ' 
É per es.° dotata di otto rami la curva 

y* — 2x a y -j- s 4 — a* x* + i* = o che dà 

Ricavasi l'andamento espresso con la Fig.* 
i32 discutendo l'eq. 

yì— 96« 3 y a -(- ioo« a or a — x*=o , da cui x 
y- ±^[48 « a ± y(x*-iooa*x* ^23o^a^ )]= 

v/[48a» ±V((a7-6a)(a> 6a)(j:-8a)(x+ 8 a))] 
Si trova per es.° 
AD— j^aV 6 , AE= 6a , AG=8a , GH=4 « ^3. 

4^i Le respettive eq.* delle curve coniche 
dell'ordine m+n— 1 sono: 

Parabola [y"^= i»*^ . . (A) 

Ellisse [ y^ n =fi(a+x)\xar-)\.^ JT^ 

Iperbola |>^ + "=fi(^)-(^)\..(c/ 

Diconsi di 1 .• genere se m-\-n è pari ; di 2. # 
se dispari. 

> 
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Gen." I Siccome dev' essere m = 2 <p+ 1 ed 
n=2'»+i , ovvero m=2<f> ed n—20, facendo 
nel i.° caso 



2(p+2W-(-2=2^ e f* 2 



te)-* 



si hanno per jf due valori reali ed eguali 

cioè 

± ( a 2 H-»«a-+»)^ (A ' } 



r=±4(^*) 29+I M 2W+T j".-(B') 

r-±^(^)^ +, (*-) 2w+, ] a t.(C') 

Nel 2. 0 caso, posto 2<p-J-2w=2#, 

y** =a *P S *» m (A") 

y =p(a+x) r (a-x) ....(B. ) 



. y 3 *=M(* + «) 2 ^r..:.:((?ó . 

» * » • 

eq.* che si deprimono con l' estrazione della 
radice quadrata finché almeno un esponente 
del 2. 0 membro sia dispari : allora o V altro è 
tale e l'eq. spetta al caso prec. ; o è pari, e 
la sonlma di quelli del 2. 0 membro , somma 
equivalente all' esponente d' y , è dispari , e la 
curva si riferisce al 2.° genere di cui in seg. 
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Se m=n si hanno le coniche Apolloniane. . 
. Ciò posto si vede che quando x~-\-x t V eq. 
(A ) dà due valori reali d' y , che gli dà im- 
maginari quando x=o 9 eguali a ±.a quando 
%=a. Per conseguenza la parabola dell'ordi- 
ne m-\-n-i e di i.° genere, che dicesi anche 
quadrato— quadratagli due rami infiniti; si- 
mili e similmente situati , ne 1 respettivi angoli 

A A 

xy , x.-Y. 

Facendo in (B y %~a~t la r riceve due va- 
lori reali ed eguali di segno diverso* Le ipote- 
si x~ ± a, x= ± (a-\~t) , x=o , respettivamente 
somministrano^ o,jimmag. a ,y=± va— ±6 
asse coniugato. Dunque l'ellisse dell'ordine m+n 
e di i.° genere, è finita e rientrante, composta 
di due rami simili e posti similmente per rap- 
porto ad Ajt, e ciascuna delle due ordinate 
centrali eguaglia il semiasse coniugato. 

Le ipot. x= ± {<*—t) , (a-^t) in (C) 

danno respettivamente la y immaginaria, un 
doppio valore reale per y , valore che rendesi 
identico se <p=« ossia m— n , il che succede nell' 
iperbola Apolloniana. Dunque V iperbola dell' 
ordine m-Hi-i e di i.° genere ha due rami si- 
mili ne' respettivi angoli xy ,x.-y ; due altri 
simili fra loro ma non coi primi , negli an- 

A A 

eoli — x.y , —x. -y. La distanza fra V una e 
P altra coppia di rami è = 2a. 

Gen. re II Essendo /?j=2<p ed 7i=2«-+-i f o 
vicer. , si può supporre 

m+7i [~2(<p +w ) + i ]=2# + i , e fatto /* a *+ f ~r , 
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»i hanno 1' eq> (A ) , (B 7 ) , (C') sotto la forma 

. . . ( 'A) 



■ 

ed appartengono alla i.* specie» 
L'eq. 1 relative al 2. 0 caso sono 



-c 



("A) 



Per discutere l'ellissi fa d'uopo sostituire 
"±Q«±0 per j: e contemplare le forme 
sotto le quali l'eq. ('B) comparisce qualora 



vi si faccia 
x=a—t, x—-(a—i) , x—a-\-t , 



Siccome ("B) si cangia in ( B) quando si so- 
stituisce — x ad x , le due ellissi di j , a e 2. a 
specie costituiscono una sola curva. Succede 



IL 









• J l # - — ■ - £7 £ 

dunque la parabola, V ellisse e V iperbola : spet- 



s 

I 
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tano » al 2.° genere la parabola e l' ellisse , o 
T iperbola e la parabola : quest' ultima si di- 
stingue in i. a e 2. a parabola cubica. 

§. 452. Avendosi una curva dell'ordine n. c8Ìmo , 

se si fa (369) x~hu ed y- /3+/+Aw , ottiensi 
*" -|-[ w(^+Az^)+«+*/fi/ . . . =0 . 
Ma sempre s\ può soddisfare all'eq. 

* 

n(fi -ì-ìiii)-\-a-]-bhu— o 

con fare nk-\-bh~o> 7?/3+#=o. Dunque l'eq. 
di qualsivoglia curva si può trasformare in 
un' altra .in cui la somma delle ordinate positive 
eguagli quella delle negative (*) ; e perchè può 
cangiarsi anche Ay, il che fa variare il diame- 
tro , qualsivoglia curva ammette un infinito n.° 
di diametri semplici. 

Il n .• de' termini componenti l'eq. generale 
sopra esposta essendo 

, quello de' punti che si richiedono per determi- 
narla è 

=o>V.n(n+3)[=^(w+ i)(n+2)— 1 ] . 

Siccome il calcolo algebrico altro non por- 
ge che un informe e complicato abbozzamen- 
to delle curve trascendenti , ne riserbiamo la 
teorica alla matematica sublime. 

(*) Il fondamento di questa proposizione per incidenxa accennata, sulla 
traccia del |. 89 lin. penult. , sarà fra poeo rigorosamente stabilito. 
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ARTICOLO III. 

■ 

TEORICA ELEMENTARE 
DELLE SUPERFICIE CURVE. 

1 • 

INTRODUZIONE. 



§. 453. JLie superficie si distinguono in or- 
dini come le linee; è del i.° il piano (355) ; 
sono del 2. 0 quelle la cui più generale eq. ha 
la forma 

Si riferisce al 3.° ordine ogni superficie 
espressa con un' eq. , ove la massima dimen- 
sione delle coordinate sia la 3. a e così in seg. 

In forza dell' eq. assegnata , che , per abbrac- 
ciare tutti gli ordini , indichiamo col simbolo 
F(x, y ,z)=o, una coordinata è funzione delle 
altre due, e si ha per es.° z ~f (x,y) : ma 
siccome innumerabili sono le combinazioni de' 
possibili valori d'x,y , non giova punto alla 
discussione delle superficie risolvere la F=o per 
rapporto a z ; è bensì a tal uopo opportuna la 
ricerca delle sezioni , fatte con una serie di 

* * ' • 

C*) I simboli prescelti per li coefficienti agevolano il regresso dalle su- 
perficie alle linee di a.° grado. Basta sopprimere le lettere accentuate 
per ridurre 1' esposta formola a quella delle curve di i.° genere (367), 
e per ricavare dalle principali funzioni relative alle anzidette super- 
ficie , le funzioni analoghe spettanti alle curve indicate. 

* ■ * 

\ 

i 
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piani soggetti ad una data legge, giacché la 
natura di esse e la maniera con cui succedon- 
si, caratterizzano la forma e l'andamento della 
superficie a cui spettano. 

Sia per es.° jr a H~y* +z* —r % , eq. eh' è il sim- 
bolo di tutti i punti dello spazio, situati alla 
distanza r dall' origine (344) e P 61 ' conseguen- 
za appartiene ad una superficie sferica il cui 
centro è nell'origine stessa. 

Per esprimere che l'anzidetta superficie è ta- 
gliata con un piano z~h parallelo ad xy , si 
assuma la prec. insieme con la proposta , e la 
risultante * a -f- y* = r* — h % rappresenterà la 
proiezione sul piano xy della sezione richiesta; 
projezione la cui forma , atteso il parallellismo 
del piano segante , non differisce dalla sezio- 
ne , ed è un circolo avente il centro nell'ori-, 
gine, il raggio^ V(r*— h % ) . Il piano segan- 
te tocca ovvero oltrepassa la sfera , secondo 
che h=r ovvero >r. Nel i .° caso , siccome 
;r a 4-y a ~ o suppone x=o ed y=o , esso in- 
contra ad angolo retto il raggio perpendico- 
lare al piano xy. 

La eliminazione di z fra la proposta ed un 

piano Mr+Ny-j-P* = o, dà meno sempli- 
cemente. 

(M a + P a ) x* +aMN +(N* +P a )j a :=r a P* , 

cioè la projezione ellittica della sezione sul pia- 
no xy* Dunque la projezione di un circolo su 
di uh piano obbliquo è un'ellisse. 

Vedremo come dall' indole della projezione 
deducasi quella della sezione che sen»pre è 
circolare. 
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Posta in (A) una delle x , y , z ,=o si ha la 
sezione col piano coordinato che contiene le altre 
due. Cosi £=o dà la sezione col piano xj , e 
la sua eq. essendo 

Ar a -f Bxy ^ Gr» + D r +Ex +F=-o 

cioè T eq. (a) del 367 > » ve de eh* ella può 
essere una qualunque delle curve di i.° ordine. 

Per riconoscere i limiti di una superficie ba- 
sta trovar quelli delle sue sezioni , e questi di- 
pendono da' limiti delle projezioni. Di ciò in 
seguito. Intanto ci proponiamo d'investigare 
le principali modificazioni che possono compe- 
tere al generico significato <felr eq. (A) . 

§. 454 Trattando la z come V incognita si ha 

e fatto per comodo 

B"' - 4 AC =e , 2 (B B'-aC'B)-/ , B * -4CC=g- , 
2 (B"E - 2C'D)=A , a( B'E - 2CE)=Ì , E'» - 4C F=/ 

■ * 

Dunque ad ogni valore d' s , y , dentro cer- 
ti limiti da determinarsi $ corrispondono due 

Sunti della superficie. Bisogna però che il ra- 
icale non sia immaginario , e ciò succede in 
alcune circostanze che passiamo a notare. 

Posto * =0 può darsi ad y un tal valore che 
il segno di ey'-^ky + l dipenda da quello di 



1 IO 

e (*) e fra i possibili valori d' y evvi y— o : 
Dunque due condizioni della generale imma- 
ginarietà di z vengono costituite dai rapporti 
B m <4 AC ; E * <4C'F. 

Affinchè la funzione sotto il segno radi- 
cale sia costantemente negativa bisogna che 
non esista alcun reale valore che ne verifichi 
P evanescenza , e però se fassi — o, dee dare, 
qualunque sia % , un valore immaginario per 
y : ma risolvendo P eq. onde si tratta si ritrae 

j-rr— — \ fic+h i ✓ [(fh - *eg)a*+*(fh - *eOx+h*- 4 et] 
1 e p < 

e V ipot. x=o lascia sotto il segno la quan- 
tità li* ~*t\eh dunque dev'essere h*^el<.o. 

Facendo*= o la funzione sotto il prec. segno 
radicale si ha 

e questa espressione è immaginaria sef*'-^èg«> 
perchè tale si suppone h' — ^el; e se 

Dunque le condizioni da cui dipende che Pe<j. 
(A) sia insignificante si riducono alle seguenti : 

e <j o,l <o, h*~ fai <o , /»- $eg <*0,(fh- a«> <(f- 4 egXh*- 4*0- 

L'eq. stessa si riferisce al sistema di due piani 
se (B) sia della forma ± Lx ±My+-$fi*\-r=*o § 

m m/* 

(*) Basta fare y fri .+ — , dove m> h e >J, per avere ey*— : 

r- - * ■ . yt 

m(y a ì) 

quindi ey^ -' — ~ e però «y*> m(y + i )> Ay » • 



y-i 



» 
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e per questo sr richiede che la funzione sotto 
il segno radicale in (B) equivalga a (tt.x-\-vy +rV: 
dunque 

Perciò 

i 

[/» -4^=o > - 4^=o , 1* - 4^=o,/A-2e/==o]... (D) 

ed in conseguenza e ,g,l, debbon' avere lo 
• stesso segno. 

Sussistendo le prime tre delle (D) , giacché 
la 4.» ne deriva , (B) diviene 

aC'z-B'x-B'y+E iO+xV f-+V7)^e=o.(E) 

e rappresenta due piani se i n.* e , g 3 1 , sono 
positivi ; altrimenti la (E) si spartisce nelle due 

2C'z-B.r-B"j-]-E=o,y+xV ^fV - =0 

e la proposta appartiene ad una retta. 
Siccome la funzione ey*+f%y+gx*+hy+i%+l 
equivale ad 

dove e'=S>-Aeg,f ==/»- tei, . 

l'eq, (B^ , trasponendo e facendo il quadrato, 
prende la forma 
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Se Q= o , e<o , e'Ko , essa non può restar 
soddisfatta senza che ciascun suo termine sva- 
nisca. Dunque 

zC'z+B'x+By+E=o > 2er+fx+h=o , e',r+/'=o; 

e perchè queste danno per x,y,z, un valore li- , 
neare la proposta si riferisce ad un punto . 

4 

Teorica generale delle superficie 
di 2.° ordine (*) 

§. 455. Sieno (F.* i33 Tav. 3. a ) AP(-.r), Vm 
(rsy), Mm(=jz:) le coordinate rettangole di 
un punto M; At , Au , Ai/, tre nuovi assi 
dati di posizione. Condotta la Mm' parallela 
ad Ai/, che incontri in #1' il piano tu, si con- 
cepisca la mm" parallela ad Au , onde 

Am n =t, m"m~u , Mw'=v . 

Se per m,m\ m" si fanno passare i piani 
verticali ml u m l' >m"l" , dicendo • 
la respettiva distanza fra '1 1 .° ed il 2. 0 , fra 1 
2. 0 ed il 3,° , fra 1 3.° ed rz , risulta 
AP=$'+J ( somma delle projezioni di 
f , u , 11 su di A.r ) : ma 

(*) La Teoria delle super/eie di a.» ordine del Sig. Gaetano Giorgini 
è fra le analoghe produzioni moderne quella , che abbiamo con mag- 
gior premura e «oddiffazione consultata. 
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y—vcos.v A .x , }"=ucos.u%, y"~tcos.Lx: 

Dunque x~ tcos.t.x+u cos.u.x-Yvcos.v^x; 

e perchè ciascun asse può indifferentemente 
riguardarsi come asse delle ascisse, si ha il 
sistema 

A , a x 

x=tcos.t.x-f-u cos.u.x-\-vcos.v.a 

jr~t cos.t.y-)-ucosM.y-\-v cos.v.y / . . . (F) 

/ i A A 

z—tcos.Lz-\-ucos.u.z-\*v COS.V.Z 

Qualunque sia la reciproca inclinazione de f 
nuovi assi sussiste (35o) il seg. 



cos: t.x -\-cos. % t.y -Ycos: t.z=\ 
cos.* u.x^cos.* uy+cos: u.z= i L . (G) 

% A A A 

cos. v.x-jrcos. % v.y+cos* v.z = ì 

sistema, a cui ( §. cit.) può sosti tu irsene un 
aìtro, facendo =i ciascuna colonna del i.° 
membro . Basta osservare che in 

t A , A A 

ces. Lx-f-cos u.x^f-cos.* tur— ì 

la retta x ( ossia A oc) sta in vece di R. Dica-' 
«i lo stesso degli altri due sistemi. 

Se l'angolo de' nuovi assi è dato debbono 
verificarsi (§. cit. form. 21 ) anche l'eq? : 
Tom. IH h 



Digitized by Google 



ll 4 

A A , .A A A A A ✓ \1 

cos. t.xcos. u.x-f-cos.e.j' cos u.jr-j-cos 4..Z COS M.Z=COS f.M(=ro)J 

A A A A. A A A F 

COS. U.XCOS. V.X~fCOS.U J COS. V.J +COS.U.ZCOS.V.ZZ^OS.U.V(ZZX>)\ 

AA AA AA A l 

cos. t.xcos.v.x~\-cos.t.ycos. v.y-\-cos.t.zcos. v.z—cos. t.\>(pzo)\ 

il cui 2. 0 membro è zero ( ,e tale lo supporre- 
mo quando non si avverta il contrario) se an- 
che gli assi delle t , u , v , sono ortogonali tra 
loro. Si hanno pertanto fra i nove angoli delle 
t , u , \> con le x,y 9 z , le sei eq.* (G) , (H) , 
e traslocando anche l'origine in un punto y) 
per lo che basta respettivamente aggiungere 
a , /3 , 7 , al 2. 0 membro delle (F) , vengono in- 
trodotti nell' eq. trasformata sei elementi ar- 
bitrar) , e servono alla eliminazione di un cer- 
to n.° di termini. Importa molto di rintrac- 
ciare quali circostanze concorrano a modifica- 
re 1' anzidetta operazione. Osserviamo intanto: 

I Che sommando il quadrato dell' eq.* (F) 
si ha , in forza delle (G) , (H) 

* a -t-y a +2 a = /*«4-i**+p m — (lì) 

II Che per dedurre t y u ,v in x , y' f % , gio- 
va moltiplicare ciascuna delle (F) pel respetti- 
vo coefficiente di t , , e sommare separa- 
tamente i prodotti. Cosi , attese le (G) , (H) , 
ottiensi * 

A A A 

t = x cos. t.x -\-y cos. t.y -f-z cos. t.z' 

A A A I 

j. u—xcos.u.x+y cos.u.y-{-z cos.u.z) . , , ( F' ) 

A A A \ 

v— x cos. v.v + y cos.v.y-\-z cos. v.z^ 
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ITI. Che sostituite in (h) V espressioni (F) , 
il confronto de' termini dà 

A A A A A A > 

cos. t.accvs. tj'-^cos. u.xcos. u.jr-i-cos. V.XC0S,V.jrz=9i 

#05. t.x cos. {. z -f- COS. U COS. U.Z + COS. V.X COS. v.z =o\ (H ) 
A A A A A A 

cos. t j cos t z-\- cqs. u.jr cos. u.z-f-cos. v.jrcos. v.z: 

IV. Che mediante la supposizione v=o nella 
trasformata, si ha la traccia sul piano tu , 
rapportata a due assi esistenti in detto piano. 

V Che qualora 1' eq. non contenga la po- 
tenza u* di z, il piano xy divide la superficie 
in due parti eguali e simili, perchè ad ogni 
valore +z, di z ne corrisponde uno --—jz . Per 
analogia (368) il piano xy dicesi diametrale. 
Vale lo stesso per rapporto ad y e ad x , e 
perciò se l'eq. è della torma 

tutti i piani coordinati sono diametrali , e di- 
consi primarj se s' intersecano ad angolo retto. 

VI Che 1' intersezione de' predetti piani è il 
centro della superficie, cioè un punto che bi- 
partisce tutte le corde per esso condotte. In- 
tatti., sostituendo per x,y 9 z le respettive 

A A A 

espressi orli (F), qualunque sieno t.u , tv , u*v> 
si trova che a \t—o , u=o} corrisponde 



j\ a i» 

M cos. v.x + N cos .vy-\-l?cos. v.z 
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§. 456. Le forinole (H) , (h) ( §. prec. ) & in- 
vitano a compiere la teorica spettante alla pro- 
iezione delle superficie piane. 

Una superficie piana S il cui contorno è 
qualunque, si suppone in A (F.* y Au gli 
è perpendicolare, e r' , t ' , r , sono le respet- 
tive projezìoui di S sui piani rettangoli yz,xz. y j y. 
Fatta la projezionè di S in altro piano P, per 
es.° . e condotta ad esso At perpendicolare, 

sussiste fra u.x >u.y , u.z , t.u , la 1/ delle (H). 
Si moltiplichi ciascun suo termine per S, di 
casi S' la projezionè di S in uv , e siccome 

(320) 

Scos. u.x =rr', S cos. u.y=zr f \S cos.u.zz=ir" \ S cos.t.uz=jS' f 

la cit. eq. prende la forma 
t cos.t.x-\-T , 'cos.t.y-) r ir , "cos.t.z=S .... (1) . 

Data la projezionè di S su tre piani rettan- 
goli , e per rapporto ad essi la posizione di un 
4. 0 piano P , la prec. eq. determina la proje- 
zionè di S in P. Ciò posto si prenda tv per 
nuovo piano di projezionè , cui A « sia per- 
pendicolare , indi tu cui sia perpendicolare 
Avi dicansi S",S" le respettive projezioni 

S cos. u.u . S cos. v.v , di S 

su i piani tv , tu , e procedendo come sopra si 
avranno , mediante la 2.* e la 3. a delle ( H ) . 
Veq} 

T'cOS.U.X + *"cOSM.f+ v"'cOS.U.Z~S''. . . .(2) 

t'cos.v.t+t 'cos.v.y-\-T'"cos.v.z—S'". . . .(3) 



Digitized by Google 



i j 7 

che innalzate al quadrato , unitamente all'eq. 
(ì) , e sommate, danno, in forza delle (A) 

S'*+ S"«-f S'"*= r *+t"> + . . . (4) , 

risultamento interessante , e che si estende a 
qualunque n ? ° di superficie piane S,S, , S.ee. 
sol che si taccia la respettiva somma delle prò- 
jezioni esistenti su ciascun piano. 

Dalle (i) ,(2) , (3) si deduce altresì 



* 

A 



S cos.t. jr-j- S co s. w .x+S ; ' 'cos+v.x= t' 

J • • • ( 5 ) 

e/ A A' A 



formole che risolvono il probi, inverso di quel- 
lo a cui servono le (1 ),(■*), (3). Deriva 
dall' eq. (4) 

i.°Che la somma S' a +S''*+S"' a è costante, 
qualunque sia la posizione de' primitivi piani 
di projezione, e si conserva inalterata mentre 
si passa da uno ad un altro sistema di piani 
rettangoli coordinati. 

2. 0 Che una delle proiezioni , per es.° S' , 
diventa massima quando S'=o ed S"=o. Il 
piano della massima projezione è molto 
importante nella Meccanica. (*) 



• «■ > 



(*) Pohson ha trattato questo bel J' argomento con !a solita sua profo». 
éii» e* Kle^anaa : ( Traiti de Mécanique T. I. pag. i»3 e seg. ) 
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§. 4^7. Facendo in (A) 

Jy=m*> +r „ x^nrì+x,, z^S+z, (346) (6) (*) 

si ha la trasformata f»r +»J+f=o ...(7), dove 

f*=A* [ Am' +Bm«+C/i s +B m+B rc+C ] 

»=A[(2Am+B7i+B v )y +(2Cyi+Bw-(-F)x 
+(2C / -hB , '/72+B , /i)z / +Dm+Ea+E' , 

e £ coincide con (A) accentuando x,y e z. 

I reali valori di $ determinano i semmenti 
della trasversale ( 1 ) compresi fra 1 punto 
(x,) JT,» */) ed un punto {x,y^z) della su- 
perficie (A); trasversale che diviene tangente 
se i predetti valori si riducono ad uno 




il che suppone v* —^Z e vicev. In 



tale ipot. si hà = ; e se il punto 

dato è nella superficie (A) risulta £=0 e quin- 
di y=-o. Viceversa se ) è in(A)l'eq. 
v=o , cioè 

■ 

(2A r , + Bx + B"z < +D)m4.(2Cx / +B r<+ B'z /+ E)/i + 
B'> + B'x + 2G^ (+ E'=o .... (8) 

determina la retta f 

{ x-*~n(z-z) , r -y=m(z-z / ) (9) 

ad esser tangente, ed eliminando m,n, me- 
diante il sistema (9) si ottiene 

(*) Scriviamo m , n, per i , a , perchè quest'ultime lettere devremo 
Htiopererle in »eg. come simboli caratteristici. 
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(2Ay,+Rr /+ ff ,r (+ D)j + (B r/+ 2Cr.|B^ /+ E)x + 
(B> l +B^4.2C , r^> l+ Dx4.Ex4E , « /+ 2F=b..(I) 

cq. che si riferisce a tutte le rette che tocca- 
no la superficie (A) nel punto ( x t ,y n z . ) . 
e perciò raj presenta il piano tangente nel pun- 
to indicato (*). 

La trasversale di cui sopra si cangia in una 
corda, ed (a? , y t , z t ) diviene il suo punto me- 
dio, quando i reali valori di £ sono eguali e 
di segno contrario* La condizione da cui ciò 
dipende è o cioè 

(sAw+Bw+B" y + (2Cfi+B//i+B> + (2C +B''/w + B'/*) 
+D/« + L// + E'=o (io) (**) ■ 

Dessa è l' eq. del piano che biseca le corde 
parallele alla retta (9), retta, cui può sosti- 
tuirsi la parallela 

[ x-=nz , y*=mz ] . • . (1 1) 

L'anzidetto piano dicesi diametrale perchè 
soddisfa alla condizione del §. 456 n.° V. 
Concepiscasi una 2. a retta [x=n / z,y^=m / z'].J\2) 
parallela al j iano (10), che indichiamo con l'eq. 

(*) Soppresse in (/) le lettere accentuar», e raddoppiando B, D , E , 
come si fece (455) ottiensi l'eq. della tangente esposta oel cit. f. 

K J E inutile aver riguardo al criterio _ _ .^o perchè tra le parai- 

r* 

lele alla retta (9) , le quali d'altronde occupano tutto lo spazio , ^re 
ue sono infinite che incontrano la superficie proposta , ed un reale 
punto d'incontro, in- forza dell' eq. (7) , n'esige un altro. L'addot- 
to criterio resta dunque necessariamente soddisfatto per rapporto a 
tutt» la trasversali parallele cosue kopra e però ec. 
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« * 

Il criterio da cui ciò dipende è (35<}) 

• * 

A/i,+B / m+C / ==o...(i3) 

e può verificarsi in infiniti modi , atteso l'in- 
determinato valore di m n n. Per avere il pia- 
no diametrale 

A^+B, yrK^+D, ==o ... II 

relativo alle corde parallele alla retta (i 1) , ba- 
sta scrivere n % *m per n,ra nell' eq. (io). I 
piani I , II diconsi coniugati , ed il loro n.° è 
indefinito perchè la retta ( 1 1 ) è arbitraria e 
l'eq. (i3) contiene due indeterminate. 

Qualunque sia la superficie espressa con l'eq. 
(A) può concepirsi riferita ai piani- 1, II, il i.° 
de* auali sia per es,° xy , il 2° zx . Si determi- 
na il 3.° piano coordinato segnandone le trac- 
ce he' due prec. , tracce che debbon * partire da 
uno stesso punto della loro intersezione (asse 
delle x\ ed esser parallele alle respettive rette 
(n) , (12) . Neil' ipot. di cui si tratta , e che 
può in in finite, maniere verificarsi, le corde 
parallele ai respettivi assi Az,Aj, restano bi- 
partite , q perciò T eq. ha necessariamente la 
Forma 

MV+N^+PV + 2Q'x+Q' / =o. 

Esiste dunque una trasforjnazione di coor- 
dinate ; (e con essa infinite altre) capace di ri- 



1*1 

durre l' eq. (A) alla forma della p>ree. (*) . Ciò 
posto convien distinguere due casi : j .° che ia 
superficie proposta abbia centro : 2.° che ne 
sia priva. 

11 centro , qualora esista , dee trovarsi nell' 
asse Ax , intersezione de' piani I, II, e per tra- 
sferirvi l'origine Jbasta sostituire jM-a per jr, 
e determinare « in guisa che sparisca il ter- 
mine 2 Qx 9 (4^5 n.° V.) per lo che dee farsi 

M'*+Q'— o , cioè Se la forinola S 

sia immune da qualsivoglia incongruenza si 
ha la trasformata 

M'.r a + N> a + P'z a + MV + 2Q , « + Q^o...(I / ) . 
che indichiamo per 

Mx> +Ny +P V +G'-o . . . (K) 

e ridotti i coefficienti M',N',P', a forma in- 
tiera , come (370) , per 

Mx a +Ny*-HEV=Q .... (R') . 

* • . • 

G' 

L'incongruenza dell' eq. — ^ non po- 



tendo derivare che dalla evanescenza di M', 
T ipot. caratteristica in cui inanca esclusiva- 

(*) Chiunque brama rischiarata 1' astratta indagine della dimostrazione 
addotta co! persuasivo lume dell'esperienza analitica, sostituisca per 
x , y 9 z 1' espressioni del f . ^56 , facendovi per comodo A— ° * e 

vedrà che l'evanescenza de' coefficienti d'xz e d'rz conduce ad un' 
eq. cubica per determinale lan^' , ad un' eq. di i.° grado perten.g'' 

Si elimina dalla trasformata il termine affetloda xy mediante Impri- 
me due del sist. (Jt) del f. 45g. Può consultarsi una nota de' Ce» 
metri Prìsson e Uacìutte nel Trattato delie superficie di i .• « a* 
online di Mong*. 
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mente il centro , perchè situato ad una infi- 
nita distanza sulr asse Ax , vien costituita 
dall' eq. M =o ; l'eq. (T) diviene 

Nfc+PV + 2Q'*+ 2Q^+Q'=o , 

0" 

e siccome può farsi *=— la più semplice 

eq. delle superficie di 2. 0 ordine, prive di cen- 
tro , superficie di cui si hanno , come vedre- 
mo , tre immense famiglie , comparisce dopo 
tutte le riduzioni , sotto la forma definitiva 

N r '+Pz*+2Q*-o...(L) 

§. 4^8. Il criterio M'=o essendo sotto una 
forma vaga ed insignificante giova rintracciar- 
ne uno, che sia, se è possibile, razionalmen- 
te espresso per li coefficienti della proposta. 

Se il centro esiste è certo che vi si può tra- 
sferire l'origine, e che questa parziale tra- 
sformazione punto non dipende dalla situa- 
zione de' nuovi piani coordinati. La trasfor- 
mazione generale può dunque effettuarsi con 
due successive operazioni , sostituendo cioè per 
x , y , z , come (370), prima x-+* , y-H/3, 
indi le forinole (F) del §. 455. 

La trasformata proveniente dalla 1.* sosti- 
tuzione coincide con (A) , a riserva degli ul- 
timi quattro termini : 

(•iA0 + B« + B V+D)y, (B/3|2C« t BV4£> \ 
(K^B^CV+E')*, AF f B«^G* +W*yec. 
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il 4-* essendo ciò che la proposta diviene se 
cangiasi x,y, z in *, 0 , y : - 

Posto che il punto («,/3, y ) sia centrale 
dev'esservi ( tftb n.° V. ) un finito valore 
di « , P , y che verifichi l'eq.' 

2A0-1- B«-hB'>+D=o 1 

B/3 -f- 2O+ B'y +E =o \ . . . (M) 

Ba+B'^-t-aO-hE^o J 

Or esse danno 

«=[(4AC'-B'" )E + (B'B"-2BC )D + (BB"-2 AB ')E> 

^^[(B'B'^BCO^CC'-B'^D+CBB'^B'QE]^ 

y=[(BB / '-2AB , )E+(BB'-2B' C)D+ (/ f A'C-B' )E'];« 

dove »^ 2 (AB " + CB'" + CB' -^ACO-BB'B") , 

e quest' espressioni contraddicono all' esisten- 
za del centro nella sola ipot. di «— o. Tal è 
dunque il criterio che si cercava . Esso com- 
prende come 1 caso particolare il criterio 
4AC-B a =o (370) ed insegna che l'eq. coesisten- 
te M'— o de V essere della forma té , essendo r 
un moltiplicatore. 

Qualora oltre w=o abbiasi D=-o, E— o,E'— o, 
due dell' eq.* (M) comportano la 3. a ed insie- 
me rappresentano uria retta indefinita con- 
dotta per l'origine; retta eh' è l'asse di una 
superficie cilindrica insistente sopra una base 
ellittica od iperbolica. È fàcile adesso ricono- 
scere le analitiche tracce di un metodo, che 
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«e. non conduce alle rHotte (R), (L), ne fa 
conoscere almeno la generale possibilità. 

Facendo =o 1* ultimo termine 
A/3* -+-Bx(ì-j-Gz* -i-B ay ec. spettante alla tra- 
sformata che nasce dalla sostituzione d' x-\-<*, 
y— J— /3 , s-f-y per x , y , z , si ha un' eq. iden- 
tica ad (A), ed eccettuato il caso che questa 
escluda ogni superficie curva o sia insigniti* 
cante , circostanze che debbonsi riconoscere pri- 
ma d'intraprendere la. discussione della pro- 

Sosta , esiste un infinito n.° di reali valori 
' <** $*y che la verificano. I valori di /3 , y , cor- 
rispondenti ad ogn' individuai valore di a, es- 
sendo infiniti , si può profittare di /3 , y , come 
di due indeterminate, onde soddisfare a due 
eq. 1 del sistema (M). Resta cosi in altra gui- 
sa stabilita la generale possibilità di una ri- 
dotta della forma 

ridotta , che se M'=o ricade nell'eq. (L) , al- 
trimenti si riconduce alla forma ^K) mediante 
la eliminazione del 4° termine. 

§. 45.9. Una delle più frequenti e vantaggio- 
se trasformazioni è quella per cui conservasi 
uno degli assi primitivi , per es.° Az , e si so- 
stituiscono agli altri (Ax , Ay) due nuovi assi 
ortogonali At.Au (F. a i35) nel piano de' prec. 
cioè nel piano xy. In questa ipot. le formoli 
(F) divengono friolto più semplici , cioè 

x=tcos.tx-\-usen.t.x ^ 



A 



y—tsen.t.x 



—ucosd.x , z—v J 



• • • (F") 
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, . A , . A A A A 

perchè cos.v.z=\ , 1 coseni di v.x , v.jr , t.z, u.z, 
svaniscono, e si ha 

A A A A 

cos.u.x=sen.t.x , cosm.j[=cos (■/• r+ w.*)J t 



A 



—sen.u.x=—cosJ.x, e cos.t.y—sen.t.%. 

Deesi però notare che quando la projezione 
orizzontale M' del punto M cade al di là del 
piano zx è y<.o , e la 2/ forinola si cangia in 

y=u cos.t.x—tsen.t.x. 

Prescindendo dalle costanti ,0, il sistema 
(F") è analogo al sistema III del §. 369, e co- 
incide col sistema (7) del §. 266 , altro non 
richiedendosi per riconoscere l'identità dell'uno 
e dell'altro che sostituire x (=AP) ( F.* 4 1 36 ) 
ad A, r (=M P)a ì) ,*(=AN) a B , u (=M'N) a 

C , A ossia t — t,x a <i. 

Dipende dallo, stesso sistema (F ") l'ingegno- 
sa trasformazione, proposta ^ luminosamente 
applicata da Laplace nella Meccanica Celeste 
(Liv. I. §. 21). • 

Sieno A*,Aw,Ai> ( F. a prec. ) i nuovi assi., 
Au la traccia del piano tu sul piano xy , 

uA% = 9 , u'At= t\ M' la projezione orizzon- 
tale del punto M , M N ed MN sieno per- 
pendicolari ad Au\ l' inclinazione del piano tu 

sul piano xy , cioè MNM'= 9", e chiamando 
» , y t j 2, le coordinate di un putito riferito alle 
rette ortogonali Au\ A/ (projez. di Ài> sul pia- 
no xjr) (*) ed Az , si ha , in forza del sist. (F"), 

0 V ult. form. del I. 2 5o dà v'Av £ >/• W 
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p=xcos.t+jr t sen.9 , 

y- y^cos.i—x sen , 8 z=z t 

Conservando l'asse Au si sostituiscano agli 
altri due i nuovi assi, Ni> (parali, ad Av) NM , 
e qualora dicansi » , , y,, , s„ le coordinate di 
un punto riferito agli assi Aw' , NV , NM , sarà 

Si trasporti parallelamente il sistema degli 
assi AN , NM,, sinché il punto N cada in 
A . e per riguardo ad un minto riferito agli assi 
At , Au , A v , le cui coordinate sieno t , u , v , 
siccome in questa e nella prec. ipot. si con- 
serva T asse Av , si avrà 



y é/ ~u cos.6 -]-tsen 



sen.6 ) 



Si sostituisca nel i.° sistema l'espressione 
d 1 «r, ? J, , per «r tj , r< , z t . , indi quella di que- 
ste coordinate per / e si otterrà 

* (cos . 8 ' .yen . 0' j e/z . 6-f-co.y . Qcos. 8 ')-{- 
v . w (coó.fl 'senAcos, «ye/j.8 )+ 

[ vsenAsenA" 

/ (coj.8co^8 / ><?//.8'—^//.8co^.8 ) + 



i 
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z—v.cosW— u.senA f cosA'— t.senA'senA'\ 

formole che si rendono più semplici facendo J'=o. 

Aggiungendo anche l'ipot. s>~- 0 la trasfor- 
mata esprime la sezione col piano tu, rappor- 
tata a due assi nel suo piano , ed a tale og- 
getto si hanno le formole 



x ~ toosA -j-ucosA 'sen 4 
y--tsenA'-\-ucosAcosA" 
z——u sen. 0", 
T ultime due delle quali si cangiano in 

* • 

y=tsenA—ucosAcosA'\ z=usen.V, 

considerando le y , z negative 

Si moltiplichi ciascuna delle prec. espressio- 
ni, prima pel respettivo coefficiente di/., indi 
per quello di u , finalmente per quello di v , 
e sommando separatamente ciascuna terna di 
prodotti si ritrarrà 

f x(cosA"senA senA'+ cosAcosA')-±>\ 
* = j jr{cosAco S A" senA' senA cos.**)- 
\ zsenA'senA" 

*(cosA"senAcosA'—cosAsenA') J t H 
u = ^ j{cosA' F cosAcos.V^senAsenA ) 
z sen A" cosi' 

9=xsenAsenV'+ r senM % cosA+zcosA''. 
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I 

§. 460. Partendo da IP origine si prenda sul 

piano jry una retta Are sia rAx—t. Congiun- 
ta l'origine col punto M della superficie, che 
verticalmente corrisponde all'estremo di ^di- 
casi r la retta* che ne proviene e pongasi 

r/sf. Risulta 

ì^=rcosA' , z=rsenA\ e quindi 

x(z=rcosA)=zr'cosAcosA\ y(=rsenA)^rsenAcosA\ 

La sostituzione di quest' espressioni per 
x ,jr , z dà 1' eq. polare della superficie. 

< 

Chiamando 9 , V , 6" gli angoli che r fa con 
gli assi si avrebbe 

. x=rcosA , y=rcosA' , z=rcosA"; 
eq. 1 'che dovendo cpesistere con 

» 

esigono che oltre il raggio vettore r' sieno co- 
gniti due degli angoli 6,0', 8". 

§- 4^ i. Il sistema dé' piani ortogonali essen- 
do il più semplice importa molto di sapere 
s'esso sia sempre compatibile con la forma 
delle ridotte (li) , (L) . ^ ' 

Che il piano (10) (4^7) incontri ad angolo 
retto le corde che bipartisce dipende (357) 
dalle condizioni 
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n = — — , m = — ) (IN 1 

e queste possono supporsi soddisfatte, perchè 
eliminandone m ovvero n si trova un'eq. di 
3.°,^rado, cui spetta per lo meno uria risol- 
vente reale (448). 

Preso il piano (10), situato a tenore delle 
condizioni prec. , per quello delle x, y, i sistemi 

col 2. 0 de' quali vuols' indicata una retta pa- 
rallela ai piani I , II (§. cit.) , si cangiano in 
% ~ n J> *-=n*Y9 perchè le projezioni su i piani 
zx , zy svaniscono , e resta quella sul pia- 
no %y , la cui respettiva eq. dedotta dagli an- 
zidetti sistemi , è 

n n 



m, m tt 



Pongasi Zmiki, -'=7?,: si avverta che 

nell'eq. della superficie riferita al nuovo pia- 
no xy debbono mancare i termini corrispon- 
denti a B*js,F'ys, Ez ; che in conseguenza 
essa è della forma 

A , y*+B M *y+C x*+D t z*+E t x+F, y+Gi =° : 

■ 

che finalmente si ha z=~ o, e fatta la sostitu- 
zione di n x m / , n%m t( |>er n t , n , si vedrà che 
i due piani diametrali coniugati al piano (io), 
vengono espressi per 

Tom. IIL i 



i3o 

(2C, n t +B g ).r + (B, * , + 2A, )f +E, + F, - o..(i4) 

(2C, w, +B, ) » + (B, n % + 2A, )y,+E, Ha+F, ~o..( 1 5) 

Attesa la natura de' piani di cui si tratta 
la retta .r n t y dev' esser parallela al piano 

Ìi5) . la x n % y< al piano 0.4) > e c ^ dipen- 
e (359 crii. Vili) dalla condizione 

( 2C n à -f B, )n, + B f n É + aAi =0. ... (16) (*) 
Le rette stesse sorto perpendicolari fra loro se 

n t n % -\j-ì = o. 
Ma questa e la pree. danno 

Hr=L(Ci -a i +V(C,-a 1 )*+b;)) 

, / valori reali. 

i 

Dunque fra tutti i sistemi dì piani diame- 
trali coniugati n' esiste uno di ortogonali. Le 
intersezioni di questi sono gli assi propria- 
mente detti. Supporremo , quando non si av- 
verta il contrario , riferite a questi assi le for- 
inole (K) , (K ) , (L). 

Non essendovi ragione , onde t eq. cubica 
che dà m od n , spetti ad uno piuttosto che 
a ciascuno degli altri due assi, le sue risol- 
venti debbon essere tutte reali, e servire alla 

(?) Basta fare nel cit. criterio C £ o ed avvertire che ciascuno de'coef- 

a 

Acuenti n,,n t sta in vece di ~ . 
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determinazione de' tre assi rettangoli , assi il 
cui sistema è per conseguenza unico. 

§ 462 Indicando la posizione di uri diame- 
tro ortogonale 2A spettante ad una superfi- 
cie dotata di centro, col sisteitia x=^nz y y^mz 9 
e le coordinate di un suo estremo per .r 
si ha A* =s a (m* (17) el'eq. (A)', 
trasferita al centro cangiaci, attese . l'eq.' (M) 
del §. 458 , in 

■ • 

(4m'+Bmn+Cn*+B'n±B"ni+CX , +C'z=o. . . (»8) 

dove G=Ap -+-B«0+C**-|-B'«7 ec. +F= 

/3(A^ + v.Ba + > /.B , V+>/.D) +s (C« + -/.Bp + '/.B> + v.E)4. 

y (Cy + v.B'« + '/.B' , 0 + '/.E') + v.(E«4.D0+EV) + F 

^•/.(E*H-D,3+E»-fF, 

ed 'Umiliando 4 *• tra ì'eq.* (17), (18) si ot- 
tiene 

G' ,*roH0'""-|-Cn' + 0n^fl"«i+C 

formola che dà tre valori reali per à*, per- 
chè tre coppie di tali valori possono sostitu- 
irsi ad n , m: conviene però risolvere l'eq. cu- 
bica in m, proveniente dal sistema (N) (5 antecf.) 
indi la 2/ del sistema stesso , che pel* altro è 
di i .° grado in ». 

In vece d' impegnarsi nel molestissimo cal- 
colo di m % n , giova eliminare (' uno e l'altro 
di questi coefficienti dall eq. (O) , ossia 

»[Gi-f-v.(Bm-f B')]+/k[A/k+7. (Bn-hB' )J-f 
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[C-f ■/. (B'n+ B"m)] 0»* + «*+0=o- 
Dal sistema (N) 

Cn+'/.'Bm+B)-«[C'+V.(F«+B"m)] 
Am+'fr (B«+B")-»«[lC , + , A(B'n+B' / m)]: dunque 

A J [2C +B /iT^BW] 4- 2G'= o . . . . (1 9) ; 
le due prec. divengono ' 

> s [2C n + Bw+B']-t-2 nG'= o... (20) i 

A 1 [aAm+Bn+B ']+2mG'- o.. . (21) ) 

(BB"-2AB')À*-2B'GA» 
n_ (4AC-B« )^ + 4(AxC)GA» + 4G» ' 

(PB'_ 2 b'C)a*-2B'Ga» . 

valori dalla cui sostituzione nell' eq. (19) ne 
ptoviene 

(AB * -|.CB '* |C'B* — 4ACC— BB'B")A 6 4 

• ■ .1 . ■ 

G[B» + B» + B a .4(AC + AC , 4-CC)]A4. 

4G^CA + C + C)^-4G^o (P) 

eq. analoga alla (/) del §. 37 1 , in cui si can- 
gia sopprimendo le lettere accentuate, e che, 
per essere già noto il coefficiente di ù 6 , come 
un criterio preliminare (458) , assai spedita- 
mente si apriura qualor si taccia A a =2GD /, 
onde avere la trasformata molto più semplice. 




. i53 

* 

2 [AB ', +C '(B* -4AC)+B"(B"C-BB0]D / 5 + 

S A63 Per rapporto ad un semidiametro 
x i n ' z } y=, ra z , perpendicolare a A , si ha (349) 

- * 

mm'+nn + » =° ( 22 ) > 

e fra questa e l'eq. 1 (19) , (20) , (21) elimi- 
nando n; . 

W (BV-B'm')= B'-2n'(C'+G': A*} 

m(Bn'-2Cm'-iGm: A*)— 2G-BW-I-2G': A* 
( 2 Art'-Bm'-t-2G'rt': A')=B-BV, 



eq.' che qualora suppongasi la w indetermi- 
nata , si suddividono in sei, cioè 

BV-B m'=o, B'A* - 2n'(G' + C' A» )=o , 
B«'a>-2m' (Ca'+G)=o, ( 2C-BV) A' +2G'=o , 
2/i ( A A» + G )-Bm' A* =0 , B-B n'=o ; 

l'estreme delle quali danno 



,m'=^ ; la5.»A»=.jl^-: 

le altre due , poiché la 2.* equivale a 
2 G'[— B a B +2 B B'C-2BB"C+ B- B ] _ 0 

cioè o~o , riduconsi a 
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B'(B*-B '* )= 2 BB (C-C); B(B'« -B"« ) =?2pTJ''(C-A) 

Tali sono i criteri che decidono esseri la 
superficie (A) 4i rivoluzione intorno all'asse 
2 A cioè )x~nz ^ "-nizì, 

§. 464 Per iin asse AB (=20) (F* 04 Tav. p 
e per un diametro MM (= 2 rf) di una superi 
bcie ( A ) , per comodo trasformata in 
P#+qjr*+sz % *=i , che suppongo riferita ai 
diametri 2a ; 2 £ , 2c si concepisca un piano 
diametrale: dai punti M,M si conducano le 
corde M/n , MW , perpendicolari ad AB , ed 
min sarà un diametro eguale ad MM'. Due 
sono pertanto le posizioni di un dato diame- 
tro 2d nel -predetto piano diametrale , e non 
si riducono ad una che quando MM' coi nei- 
de coy l'asse ED (=3*). Ciò posto, si rap- 
presenti la popone di 2d col sistema 
x^nz ^mz e sia (.r / , y , * ) uno de 1 suoi 
estremi. In forza dell' eq.* 

facendo 

^•r^X^o^J^J", .si ha 

d% 0 + n a -l-2/?vifl-4-2/i9 '-f-2/w'fl ') 

V 0*"* +7"** , -e quindi 

(pd* -i)«« - 2(mM > + (y*~i )m?-2mV -sd* -1 =0. 
Per far jrif che arf *i cangi in asse bisogna 
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che i valori di n, qualunque sia quello di m, 
divengano eguali e viceversa , il che dipende 

dall' eq. • .«,.-.• 

( md^y ^d'-iX^d*- 1 )™* " 2m6 J> oss » a 

[(pd*- 1 \qd* -0-A 1 ]m*-2[H"(pd* - 1 ) + «6'Jm-r- 
purché anche in questa , si verifichi 

[(jpd* - 1 )[sd* - 1 ]-•'" . 

Sostituiscasi L per />, 1 per r/ , i. per s ; si or- 
dini per le potenze di A [—d*], e fatta la mol- 
tiplicazione per a* , b*, e* , si avrà 

A * -[«/+ 4.- +e/ ] A, 1 + [a; b* sen.* aX+ 

a; c* sen.* a^.c^b* c" sen'b^c,]^ — 

a*b*c* [,-e*-e"^t> 7 r-2«0'fl"]^o. 

Da questa eq. , indicando per a % ,b*>c % i và- 
lori di ù t , si ritrae à i J t b % \c % z=uz J % j t b^c/ t \^\ : 
dunque 

(*) Per vedere che ogni eq. cubica hxV wc ~4tso pno metterli 
«otto la forma 

(or—a, )(ar— «3 )=o , ossia 

X* -(*, \OL % +«3 )X % +[* » «a +* i *3 g =0 

♦ • 

t'istituisca l'eq. 
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Teor. La somma de' quadrati di tre dirime* 
tri coniugati eguaglia quella de" quadrati degli 
assi. 

Il confronto del coefficiente di à / con la 
somma de' prodotti a due per due de'quadra- 
ti a\ b*,c*, dà 

Teor. Che i quadrati de' rombi costruiti sui 
diametri coniugati equivalgono* insieme alla 
somma de' quadrati de' rettangoli costruiti su- 
gli assi. 

Eguagliando l'ultimo termine con a % b*c* 
si scuopre 

Teor. Che il romboide costruito sui diame- 
tri coniugati (3o3 sul fine) eguaglia il con- 
simile volume ortogonale costruito sugli assi. 

I teor. prec. non soffrono eccezione se al- 
cuno de' quadrati a% ò* , c* > si suppone ne- 
gativo (*) . 

§. 465« Che l'eq. [A] sempre possa ridursi 
ad una delle forme [R], [L] [4^7] è una pro- 
posizione fondarne ntale, astratta per altro e 
quasi inutile nelle particolari applicazioni , che 
sempre debbonsi avere in mira, se non pos- 

~ \lX* \ÌX _ l - ptX + />.)(* ~ps) C 

(pi |i»3)x» \. (p%\pipi)X - ptpi SO, 

e mediante il confronto de' termini simili si otterrà 

P] ~ h p\ + ~ * t= ò , p^l .ps , p t xh~>ps,' 

cioè un valore reale per p 5 ( 448 ) ed un simile valore per p», pi Ma 
x* ~p x x = o ha due risolventi 

«« e ,p*^*x** : à ™V"> Avendo 

83 P er P 3 » risnlta ec « 
(*) L' insigne metodo con cui siamo giunti ai tre te*r. prec. deesi al 
Sij. Gatta™ Giorgini. (Opuic cit. $. 13). 



/ 
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seggasi un acconcio metodo con cui appurare 
in ogni caso il numerico valore di M', N', P',G'. 

Limitandoci per adesso alla forinola [R] pro- 
poniamo provvisoriamente il seg. jnetodo. 

Riscioltala [P'J[462] si scriva M', N',P' per 
C s A , C'; e soppressi B , B , B' [coefficienti de' 
termini che si suppongono eliminati) sosti- 



tuiscasi 1- per D y , onde avere 

2 ^ 

p + [M'+N'-hP']i 3 +[M , N'-J»M'P'+N / P > ] 
A'+MN'P'=o 

cioè un' eq. le cui risolventi sono-M^—N^—P',, 
[ pag. 1 35 Nota ] 

Dicansi al solito a* ,b* ,c s i valori di A 3 , e 

mediante l'eq. ausiliare A a =2G D,=-j si ri- 
trarrà 

a' b* . e' ' 

dove G' è un n.° cognito [462 ] 

Superficie di 2. 0 ordine dotate di eentro. 

§. 466. Può darsi i.° che i coefficienti M\ N',P 
della formola [R] sieno tutti positivi: 2. 0 che uno 
sia tale. La mutazione de' segni riconduce al 
2. 0 caso quello in cui i coelficienti positivi so- 
no due: Basta che notisi l' influenza delle ipo- 

tesi G'ro sull'indole della superficie. 

Caso I. Posto G <o, altrimenti la superficie 
a^i naria, si determinano i semidiametri 
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cogniugati a t ,b , c , facendo successivamente» 
in [K] due coordinate uguali a zero, e si ottiene 

a*==L,,b*==Z* ,c.*==~L ; quindi " 

2 *> + ,V'+A z,!=1 — • AH ossia 

6;c,*jc*-\-a;c;jr* +. a ;b;z>=a*b;c;.. . [Q'] 

D'ora innanzi profitteremo dell'eq. relativa 
agli assi e sotto la forma 

* 

Sostituendo un particolar valore * 4 
per x , j , z essa dà la respettiva projezione 
ellittica 

■<iy % -\*z*~i— P** ì 

px*+sz*=i-r/y; (,... [R] 

px 3 +<7y a =i— sz * J 

delle sezioni , fatte con un piano , respettiva- 
mente parallelo ad yz s xz , xy , e ciascuna di 
tali projezioni si riferisce ad una sezione rea- 
le se x t <a , y><J> , z t <jc ; rappresenta le sezio- 
ni o tracce principali , forniate cioè da' piani 
coordinati, quando si suppone x =o ,y =o , je,=o. 
Le respettive sezioni di cui si tratta sono 
pertanto 

c 1 y % ~Sra*z % =a*c % , J [R'] 

* b*x* ] 
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Si ha un'indefinita serie di sezioni ellittì-. 
tiche parallele, dando ad x t tutti i valori fra 
v ed a ; ad y é , z; quelli che sono compresi 
fra o ,l> ; o , e?* Sembra dunque che la superfi- 
cie sia ristretta in uno spazio finito. Per as- 
sicurarcene, giacche anche il cono può avere 
le tre sezioni principali di forma ellittica , si 
concepisca segata la superficie [Q"] con un 
piano z-Hx + Ly. La sezione, proiettata sul 
piano xy , ha per eq. 

[p +H* s\x* +[<7-|-L s s]y* +2HL^ xy=\ , 

e perdiè [/>+H a s] {tj+h* j]>H* L** 1 , ella spet- 
ta all'el lisse [370J . Dunque la superficie è ri- 
entrante, attesa la natura delle* sue sezioni di- 
cesi ellissoide , e può concepirsi generata nella 
maniera seguente. 

Presa , partendo dall' origine , una parte di 
A* , = ±a una di Ay f = ±b, una di A^,= *ft \ 
si descriva in ciascun piano coordinato, che 
contiene quattro de' sei punti come qui sopra 
determinati , un* ellisse i cui vertici sieno i 
quattro punti in esso esistenti, e si avranno 
le tre ellissi principali: quindi s'immagini un 
piano che muovasi parallelamente ad un pia- 
no coordinato , ed il sistema di tutte l' ellissi, 
aventi per vertici le successive interne di 
punti, ove il piano mobile , ad angolo retto 
ìacontja 4ue ellissi principali, costituisce ec. 

Se due coefficienti sono eguali, l'ellissoide 
diventa di rivoluzione; così p=(f cangia la 
3. a delle [R] in eq. circolare, e mostra che 
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la 'superficie vien generata da un' ellisse , i cui 
assi 2<z , ic , che insieme col suo pianò rav- 
volgasi intorno ad A*. Tal superficie la dicia- 
mo sferoide. 

Si ha la sfera quando p=/f—s, e la sua erj. 
*r*+y a -M a a resta compresa come caso par- 
ticolare in 

|>«] a -H>/2p -H>-y? . . . [I] 

formola che dimostra necessarie quattro con- 
dizioni per costituire la posizione e la gran- 
dezza di una sfera. Essa è determinata se pas- 
sa per quattro punti , niuna terna de' quali 
sia in linea retta. Posta l'origine in uno di essi 
conducasi A.r per un 2. 0 , Ay per un 3.° , le 
respettive coordinate de' punti proposti sa- 
ranno 

[0,0,0], [x,, , O , o] ,[*, „ , , o] , [x lr , y, r , z t J; 
l 5 eq. (I) s che può supporsi messa sotto la forma 

respettivamente si riduce ad 

K -i-Ajr fT +Ay IT +iz IT i-/=o; 
Quindi l=o , , 
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In forza dell'eq.* M , - ( i,N , =-£',P=r-^ 

M' ed a , [lo stesso dicasi di N', 6 ; di P',c] so- 
no quantità inverse; ad M — o corrisponde 
#~ oo , e I* eq. ìN'y 2 + PV — G~o si riferisce 
ad un cilindro intinito nella direzione di A<r, 
insistente sulla base ellittica ]N y 3 -j-P'z 11 — G— O. 
In generale , ogni eq. di 2. 0 grado in .r , y 
rappresenta un cilindro, se con un'opportu- 
na variazione deg l i assi può eliminarsi una 
coordinata. 

Quando M'^ o ed N'==o, Veq. s= ±V-^ 

esprime due piani equidistanti da xy della 

quantità * V -% , ' 

II. Caso. Essendo positivo un solo coefficien- 
te , per es.° P , e G'>o , onde 



\ 



a* 1 b* ' c* 

le respettive sezioni principali sono 

. Lz*- Ly a +i=o, 

c» b* 



• » 



ì-z* — JLr a -4-1=0, 



» . 
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Le due prime si riducono alla respettiva 
forma . ' . • 

ed appartengono all' iperboli ; -la 3/ all' ellisse. 
Un quarto di questa curva è DDC [F. a iòj] 
Le sezioni parallele ad , la cui proiezio- 
ne è' 

sono tutte ellittiche e si estendono in uno spa- 
zio indefinito , tanto al di sopra che al di sot-* 
to del piano xy. La superficie indicata , che 
diciamo iperboloide, si concepisce generata da 
un'ellisse variabile di forma e di posizione, 
che nel suo moto parallelo ad xy conserva i 
vertici su quattro iperbole , due delle quali so 
no ND« , NC/i, 1 

§. 4^7* Tagliando l'anzidetta iperboloide 
con un piano y -k £parallek> ad xz] si ottie^ 
ne l' eq, 

Questa ì ,° si riferisce ad un' iperbola il 
cui asse reale cade in A% , e diminuisce con 
k se k<b : 2 ° si riduce ad 

a a - a e 

sistema di due rette , quando k=^b : 3.° rap- 
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E -esenta una nuova iperbola , il cui asse rea- 
Az , allorché k divieni. 
Per vedere se vi sieno altri sistemi di rette 
coincidenti con P iperboloide , si combini una 
retta 

{% z=n t z-\-*, , y^m^+fò j . . . (1) 

e nella risultante che si ha eliminando x ,y , 
cioè in 

\ «' T A« c* y \ a 1 b* J a % b* 



_'_ + — l_— — =o. . . (2) 



facciasi 



iasi / ^+ 5& -o...(3) 
\ «■ b* w 

— i =o. . . (4) 

h I 

Dall' eq. [4] si ha {3=^ \ a* —** , e sicco- 

me esistono infiniti valori di tutti minori 
di a, infiniti pur sono i reali valori di j3 y : av- 
vertasi che V eq.' [2] 3 [3] danno 

±^ , , e si concluderà ch'esi- 
ge . ac 

stono infiniti sistemi aventi la proprietà sopiti 
indicata. 

L'eq. [4] dimostra che il punto « ,0, 



Digitized by Google 



i44 

in cui una retta coincidente incontra il pia- 
no xy , cade sulla traccia di essa in detto 
piano: pel punto di cui sopra passano due ret- 
te coincidenti , e ciò apparisce dal sist. 

m— ± ~ , n = n 1 . 

bc a c 

• m 

Eliminando z mediante uno de' sistemi 

si ottiene JT— $ 4 —~- (j:*— a,)... (6) 

eq. della tangente ellittica [3gi]: dunque 
proiezione in xf d'ogni retta esistente sulV 
iperboloide tocca la traccia di questa nel sud- 
detto piano. 

Per rap; orto ad una nuova retta coinciden- 
te , che passi pel punto * h \ j3 /; ,.o, della trac- 
cia [6] si ha il simbolo 

t oc ac J 

Ma il criterio IV [348] applicato alla i. a del 
sistema [5] ed alla 2. a del sistema [7] , ovvero 
alla i a di questo ed alia 2. a di quello (*) dà l'eq. 

ciascun membro della quale, in forza dell'eq. 
[4] : dunque una retta compresa in uno 

(*) Intendiamo per a.*' l'eq. affetta dal segno inferiori. 



degli anzidetti sistemi incontra tutte quelle 
dell' altro. Profitteremo in seg. di questa idea 
caratteristica ger dimostrare che l'iperboloide 
mò esser generata da una retta del sistema 
5) , la quale scivoli su tre rette del sistema 
7] o viceversa: intanto passiamo ad esporre 
Fa seg. generazione semplicissima ed elegante. 
Pel punto M' [>,,?,] dell'ellisse B'D'E/, 
[F. a 1 38 ]j situata nel piano xy , la cui eq, 

jrr/-» : .,.(8) 

si conduca una retta FG/la cui projezione 
sul predetto piano sia la, tangente M'T in M', 
cioè [3yi ] r 

l^-hi. y/ .y=,...( 9 ) 

e passi per M'' (x ti , y Jé , z é f=c) , punto di un J 
altra ellisse 

B 'D'E". . . . LxJ+ ? ...(,o) 

giocose le coordinate 9 ti9 y N ^ appartengo- 
no anche alla M'T, l'eq. [9] comporta quest' 



èr ***//"+■ trftX.r* 1 • • • ('>) 



f 1 

La retta FG, facendo z~ 0 [346] , ha per eq.* 

■ 

lx~X^ X "~ X 'Z , y-y,=LfL'z ? ... (12) 

• 

e per trovare una foratola che la rappresenti 
in* qualunque posizione, e perciò esprima la 
superficie ove tutte le rette [12] sono compre- 
. Tom. ITI h 
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se, basta eliminare dalle cit.eq.» x y y x tt ,y ti ,„ 
A tal effetto deducasi [8]4~[io]^2[i 1] , cioè 

♦ 



fi* 



mediante il sistema [i 2 J si elimini x ti -% it y y -y^ 
restituiscasi e? per , ed avvertendo che in 
forza delle (8) ; [9] è 

r 

• * 

JL(x/-.ttr>}-i. O r /-rr,)=°< si ««erra 

t 

t * 

+ JL y»— ^ z a = i, come [466 p. 141] 

Se £~<a Ja prec. eq, si riferisce al timpano 
iperbolico di Cavalieri , altriménti detto cilin- 
droide di fYallis 3 generato dalla rivoluzione 
dell'iperboli^ intorno -all'asse coniugato,, del 
che in seguito. « 

5. 468. Per farsi che la retta [1] divenga un 
assititoto basta supporre z^= » nelì' eq. [S] del 

467. In tale ijpotella si riduce ad 

-f— — )z* =0 ed esige che *ia 

Hi -f-_L--- ,1, =0 ; cioè che sia soddisfatta, Veq, 
(2) : quindi 

- ' ^^t)z^^- 1=0; ' 

e posto z=oo si ha di nuovo 7— = -o 

cioè l'eq. (3): • ■ ' ' ' • • 
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Che la retta [1 ] sia un assintoto dipende dun- 
que dall'eq.' [2], [3], ed attese le quattro indeter- 
minate n / , m 4 , « , /3 , il n/degli assintoti è 
infinito. Succede lo stessò se la cit. retta si 
suppone tirata per l'origine, perchè a 3 $ t sva- 
niscono e resta la sola condizione [al Non si ha 
che da eliminare n . e m i fra l'eq. [2] e le due 
x ~n t z , y—m z per avere un' eq. relativa a 
tutti gli assintoti condotti per 1* origine J cioè 
alla superf. del cono assintotico 

Il n,° degli assintoti divien finito e talvolta 1 
nullo quando fra n t s m tS * t ,$ t sono assegnati 
due rapporti. Volendosi per es.° che l'assinto* 
to passi per [x t J y t J *J , oltre V eq.* [2] , [3] 
si hanno le due 

Ricavandone • e j3 y l'eq. [3] si cangia in v 

« 

che in forza dell' eq. [2] riducesi ad 
n. \ m 1 , v 

7*<+7^r-~*,=o....(«4) 

e questa combinata con 1* eq. [2] somministra 



5) 
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Se il punto (*, ,y é , z) è sul cono assinto- 
ticò [i5j sparisce il radicale e si ha un solo 
assintoto, come dev'essere. 

Supponendo che t t superi l' ordinata del co- 
no anzidetto il radicale diviene immaginario: 
dunque il punto [x J * y, , z / ] dev' essere tra la 
superficie assintotica ed il piano xy. In tale 
ipotesi ad ogni punto dato corrisponde un dop-* 
pio assintoto. 

Se nel sistema [i5] sì fa x=hz t , y=kz r> 
il che suppone il punto [x é , y t ,jkJ mobile su 
di una retta tirata pel centro ., le coordinate 
. » ,y t , z t ; spariscono e si ha per ciascuna delle 
tangenti trigonometriche n t ,m n un doppio va- 
lore costante che diciamo n t 9 h % ; m, , rn % : dun- 
que gli asintoti che possono condursi per un 
punto di una retta che passa pel centrò sona . 
paralleli fra loro , e costituiscono due sistemi 
o piani assintoLci , che s' incontrano lungo la 
retta x--hz t , y -~kz. 

Basta sostituire , m t 9 indi n % ,m a per n , m é 
nell'eq. [19] per avere quelle de'piani indicati.[*] 
• §. 46^ A misura che G'[<:o] diminuisce, le 
sezioni ellittiche si ristringono, e quando G'=o 
la sezione principale CD'D si riduce ad ur* 
punto; origine cfelJe^ coordinate, giacché per 
verificare la Mx a -j-Nj a — o convien fare %~o 
ed y— o : le sezioni iperboliche principali si 
cangiano in due rette 

C) Giorgini Opusc. cit 
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le secondarie analoghe rimangono iperboli- 
che . 

Nell'ipot. di cui si tratta l'eq. della su- 
perficie 

pV-Ny~MV=o,...(T) , 




terminate m y n, la n. a delle quali non ricono- 
sce altra legge che quella di dover' essere in- 

elusivamente compresa tra i limiti — \ 

per conseguenza ^ 1' eq. [T] rappresenta 9 come 
dianzi abbiamo indirettamente osservato, una 
superficie conica il cui verticé è ned' origine , 
la base [parallela ad xz o ad yz] iperbolica , 
ovvero parallela ad xy ed ellittica. 

Per ravvisare con evidenza che quando N'=M' 
l'anzidetta base prende la forma circolare^ sia 
in A [F. 1 39] il vertice di un cono retto, di ba- 
se circolare A il raggio BC— a, Passe AB= b, 
e l'ordinata rettangola .MN=z, e si vedrà che 
in forza de' trigoni simili ABC , ANM , si ha 



r 



cioè z % (x* -f-y a )"(*) 
Qualora si collochi in A il centro B si trova 

• ■ 

(*) Eliminando s mediante l'eq. xaHx+LyfK, si ottiene 

a«'K(H* + Ly + V.K)ao 
cioè un' ellis se , un a parabola , un* iperbola , secondo che sia 
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Supponendo che G' seguiti a diminuire e di- 
venga <o, l'eq. della ellisse principale si rende 
assurda, e l'immaginarieta di tal sezione fa si 
che la superficie venga divisa in due come nel- 
la F. a 140. Essa appartiene all' iperboloide di- 
scontinua, superficie la cui generazione è ana- 
loga a quella dell' iperboloide , e le cui sezioni 
hanno il i.°asse sull'AC. [*) 

Il cono di cui sopra , ha lo stesso rapporto 
alle due iperboloidi che gii assuntoti 'a,Ue iper- 
bole coniche. 

Infatti se dall' eq. di ambe le iperboloidi 

• _N r * -Mr*:t Q^o . . . .(U) 

si deduce = - (Mx*+Nr* qr Q) , 

-* 

e chiamando z* V ordinata conica corrispon- 
dente, data dall'eq. *!»•= L (Mj;' +Nj' ), 
ottiensi 

Q 

Z — Z= X -— — % * 

espressione che dimostra essere z—z quando 
\—.<x>-=z Z f , cioè che la superficie conica 
Pz*-Nj a -Mx a =o è assintotiea per rapporto 
ali* una ed all' altra iperboloide. 

< - 

(*) Rigettiamo le improprie ed oscura denominazioni d'iperboloide ad 
una e due falde, tanto più che la voce falda è travolta ad un signifi- 
cato estraneo (Alberti IKaion,» Enciclop. ) 
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5>e G'>o in (K) si ha z<z ed. il cono cir- 
conda la convessità iperbolica dell' iperboloide 
continua: quando G>o risulta z>z ed il co- 
no è circondato dall'iperboloide discontinua. 

§. 470 Combinando con la prec. eq, (U) un 
piano z^llx+Ly si ottiene 

(PI/ +( PH " ~ M ) +2HLP*j ±Q^cu 

* 1 

Dunque la sezione è 'un'ellisse 9 una para- 
bola , un' iperbola , secondo che sia (370) 

(PI/ -N)(PH' ^M)>, -, < (HLP)' (*) 

Mutando il se^no di M e di N , i criterj prec. 
si adattano air ellissoide compresa nel!' eq. 
(K/) (457), ed è chiaro che le proiezioni , 
parabolica ed iperbolica , pestano escluse. 

§. 47 1 • L'eq. generale *felpiano tangente tifatila 
superficie di 2. 0 ordine dotata di centra, com- 
parisce sotto una forma semplice e sirtaTneftri- 
ca se venga in essa dato il contatto {*,jvO* e 
si deduce dalla forinola (I) (§. cit. p. 1 19) sappri~ 
mendo i termini che aebbonsi eliminare per 
giungere alla (K ) e 'sostituendo re&péC$nft>-. 
mente M , N , P, Q per 2A, 2C2C, 2F, indi q 

M 3N P 

per -, p per-. , s per ^ . 

Tua. formola che ne proviene è 

■% 

Per rapporto alla sfera evvl un ingegnoso 

{*) La proiezione ellittica pòtretihe riferirsi ad uh circolo , ma V «eicteii- 
za delia sezione ellittica è aw(cutata» dfmftrojida t¥& Gasoli) 
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metodo che direttamente somministra ii pia-* 
no tangente. • 

Sia Aix-x^BXy-rì-hz-z^o 

Un piano condotto per V assegnato contatto 
(x 9 r>>*ù* Affinchè sia tangente si richiede e 
basta che il raggio r tirato al contatto , rag- 
gio le cui eq. 1 sonò (346) 

* * ■ 

' é 4 

gli sia perpendicolare, cioè che si abbia (35;) 

■ z-y z- r 

Dunque V eq, del piano tangente è 

Sostituendovi r in vece di x'-\-y* +z/ella 
ri cangia in 

Si sopprimono gli ultimi quattro termjni se 
l'origine è nella superficie sferica : S' ella è nel 
centro si ha 



Per costruire il piano tangente siéno P, P" 
F. a 141 ) le respettive projezioni del punto 
jr if y , £,) sui piani xy , xz , e perciò x =CP, 
y 4pj?', z ==PF'. Le tracce del richiesto piano' 
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* t 

*. a 9 4 

sull'uno e siill'altro degli anzidetti piani coor- 
dinati sono 

. " ^rhry,^*, x%-Yzz~r\ 

Fatto y~ó nella \ * ovvero z---o nella 2. à si 

ottiene x~ _ , cioè la parte di Cx , tagliata 

dal piano tangente: semrnento che si costrui- 
sce tirando AD parallela a PB e prendendo 
CE— AD. Si disegnano Ife tracce del piano me- 
# diante là perpendicolare tirata da E né' respét- 
tiyi piani xy , xz, sulle CI , CL , proiezioni del 
raggio al contatto sugli anzidetti pteni. 

§. A72 Lo specioso teor. del 383 non si 
estende alla sfera ma conduce ad un nuovo 
feor. ijon meno elegante. Facendo (§. cit.) 
ÀB=2r,AD— 2x, si ottiene 

Arbeto — % r\jf — x* —(r—xj ]=T(r— xjtar : 

1 

Gire, il ciii diành D/ra=2r(r-- ,r)jr, cioè 
Arb. c= circ. (diam. D/71) . 

Passando alla sfera si trova l'arbelo solido 
ossia 

U Arbeloide = 4/5 T (r - x* -(r-*) 5 ]=4r(r-3t)^r! 
dunque 

Teor. L* Arbeloide equivale al cilindro la 
cui base è il circolo avente per diametro Dm, 
e V altezza il doppio diametro della sfera. 

Paragonando l'espressione dell' arbeloide con 
quella della sf era il c ui diametro Dm , cioè 

con 4/s v(r-x)x ^(r-x)x, si ritrae mediante la 
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divisione per 4 «" (r—x)r , ^(r~x) Jr : 

quindi jr*-rr^=— 9/" e però 

%r =v.r(i +^-35) : dunque il teor. cit. non si 

estende alla sfera. 

$.473 Probi. Essendo AB (F.* io3 Tav. I) un 
diametro qualunque di una superficie di 2. 0 or- 
dine dotata di centro, DE il suo piano diame- 
trale coniugato, da una sezione mobile, co- 
stantemente parallela a DE , si possono conce* 
pire due coni , il cui respettivo vertice sia in 
A , B , ed abbiano per comune direttrice la se- 
zione «ed in tale ipotesi i punti model- 
la 2. a intersezione costituiscono una curva va- 
riabile di forma e di posizione. Qual è il luo- 
go geometrico di tutte le anzidette curve ? 
Soluz. ne . Presa AB (==2a) per Ax, l'eq. detta su- 
perficie proposta è + qy % -\-sz* =1 (1 ) , il 

piano della direttrice x .(2) e le generatrici 
Ad , Bd dei coni , sono respettivamente espres- 
se per 

]y — rn{x-a),z~n(x-a)\ $ {y=m(x^)z^n(x+a)}. 



» 

La eliminazione d'x,y,z fra l'eq. 1 (1), (2) 
e ciascuno di questi sisteilii dà 



ti «i *-H* • „ .1.1 * — a 
a (*-a) a («+«} 

ed eliminandone m , n , si ha p$r V una e hil- 
tra superficie conica la respettiva eq. 

qf + ' C* =0 



r 



Digitized by Google 



I 



• .65 

t*d altro non resta che ricavarne una equiva- 
lente ad entrambe e libera dalla indetermina- 
ta «, per lo che basta moltiplicare il valore di 

?Ì2 dedotto dalla 1 * per quello di !LÌ? prò- 

arf-a a— a 

veniente dalla 2.» Il tfìstiltamento 



pr^euta tei % ° fattoi il luogo riqbbtp^iqè 
V iperboloide discontinua riferita agjiji stessi as- 
si e Vertici* 

Partendo dall' iperboloide discontinua , si 
avr^bb^ b eUissoide ; mentre l' iperk^oide con- 
tinua ne dà una della stessa natura , con la 
differenza che il diametro reale (diverso 4a IJA), 
spettante alla 1 .* si cangia nel diametro unma- 
ginario della a/ (*) 

§. 474, ProU. IUhtetBa di fate pialli otf«>gò*iaH 
scivola sulla superficie p% % ~\-qf -N^ a f= j ; QuaT 
è il luogo geometrico del vertice ? Soluz. ne Rap- 
presentando ti triplice colata^ in una posizio* 
ne del sistema coi respettivi simboli 
». * 



C) Questo Bel p»oM. , coirtewplato 4*1 Sl«. Giorgini (tìputé cit. } tra- 
sferisce alla Geometrìa di sito in triplice dimensione quello che f« 
da noi risciolto nel f 4o3. 
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px, >xA r r j y i .y-\-sz t .z=l , 
px ll .x+qy l% SfA r sz ll .z-\ , 
px il .x-*-qy iil .y+sz ill .z=\ , 

• 

le respettive eq.* de' piani ^ e si concepiscano 
condotte dall'origine le perpendicolari p t >p ìt >p /u 
su ciascuno. Per esprimere eh' esse , e però an- 
che i piani anzidetti , sono ortogonali fra loro, 
basta assumere (452) Teq. 

Fatta la successiva sostituzione di px t ,px ,px /ii 
per A , di, qy, ; qy n , qy iti per B, ec. nelle fof- 
mole del §. 36o sul fine, si ottiene 

la ■ • 

A A A 

cosSp^p;, s\z; ; cos*p*zz=p* t0 . s*z„* $ cos.*p*.z=p M ,„. s\z\, i 

e sommando le tre linee si ha ($. cit.) median- 
te la divisione per p , 

p 

~=p; tfr/ +p , ll ><i>f,r j rp*,-<ir:, . 

■ 

■■ L^ P ;.s.z;-f-p' i ,.s.z' li -{-p; lt .s.z; ii . -, 
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Avvertasi che le coordinate del contatto deb- 
bono soddisfare alla proposta px % +qy % +fz % =i, 
e sommando di nuovo si ritrarrà 

■ 

■ 

p <t s 

\ P <7 $ / 

ed il richiesto luogo geometrico è la superficie 

della sfera il cui raggio=V a* +£ a -\-c . 

È chiaro che uno o due de'coetìicienti^,<w 
può essere negativo senza che il risultamelo 
ottenuto soggiaccia ad eccezione. Veggasi (Opu-* 
se. cit, §. 53). 

Superfìcie di 2.° ordine prive di centro 

47^- Supposto Q<o , giacche nell' ipot. 
contraria può farsi x negativa, due casi deb- 
bonsi distinguere . cioè che nell' eq. (L) del 
ossia Nr*-|.p2* + Qpp-o, abbiasi v.° W>oeP>o; 
2.°N>o e P<co. Nel u° caso le sezioni prin^ 
cipali sono: 

(I). . .Ny' + Pz? , (Nf = aQ* ,P*' =2Qx) ...(II) 

La prima è *tt simbolo del punto (o , o , o) 
cioè dell' origine., le altre di due parabole aven- 
ti il vertice nell'origine. Le sezioni parallele 
al piano zy la di cui eq. è Nj*-]-4V— 2QA, 
sono ellittiche ; la superficie si stende dalla so- 



> 

- 
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te pai!té dellè x positive , dicesi paraboloide -, 
ellittica e Vien geherata da un'ellisse variabi- 
le , ì cui vertici percorrono > paraUelt^meute ad 

yz , le parabole (II) 

Nd Wtasp la sezione (I) equivale al si- 
stema di due rette che passano per l'origine: 
le sezioni (II) restano paraboliche ma dirette 
in senso contrario: tali son pure le sezioni pa- 
rallele ad xz , la cui ea. è Vz - =2Qx— NA ■ , ma 
ciò non si verìfica delle sezioni parallele ad 
yz , espiasse pei* Ny' ^zQh+Vz* , sezioni che 
sono iperbole , aventi il centro in Ax, e per as.. 
. sintomi le rette ììy % ~Vz*^o . Le prec. sezioni 
sono quelle che caratterizzano la superficie per 
una paraboloide iperbolica e meritano speciale 
nienzione. Per comodo indicheremo le superfin 
C ie prive di centro con V eq. 

±f -hJ.^--2x...(HI) 

Cercando come (4 5 3) le intersezioni di una 

, *+M • • • (R) 

e della superficie -i j a - ^ 4 ==2x, si -trova di' 
gssp vpngpHQ determinate 3*11' eq, 

\ ? 7 ; • %p y> • ■ 

g «icpgme Veq.* . . 
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sono conciliabiK , una retta può adattarsi siti- 
la paraboloide iperbolica. 

Dalla 3. a delle prec. , ossia fi^z=^pm / , appa- 
risce che il punto (« , $, , o) della retta , esiste 
nella traccia parabolica Ny' ==sQx , altrimenti 
espressa per y a — 4 P x ' 

Eliminando z dall' eq.* R, e sostituendo il va- 

lore di !h tratto dalla 2. a del sistema (IV) si ot- 



tiene 



e perciò la proiezione in xy della retta R co- 
incide con la tangente (421 ) della traccia pa- 
rabolica in detto piano. Basta ricavare n,m t , 
dalle due prime del cit. sistema per riconosce- 
re che alla reità ft può sostituirsi il doppio 
sistema 



{*- ± Ju*-K • r- *V £ fi, L(V) 

t *fpq q I 

Si vede poi 1 .° che una retta del primo si- 
stema incontra tutte quelle del secondo e vi- 
' ceversa (p. 144) poiché indicando una qualun- 
que retta del 2* per 

* iv pq q 

il criterio (IV) del cit, $. diviene 
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ossia % Tjf, — * , s eq identica in forzai 
4 p 

dell' ul hma del sistema (IV); 2° che ciascuno 
de' due sesterni equivale alla su perfide della pa- 
raboloide iperbolica ; di fatti eliminando 
fra la 5. a cfel sistema (IV) ed uno de' sistemi 



(V) si riproduce V eq. ~-y % — -i z % - 2x . 

ip 'iq 

I_,e djie prime eq.' del sist (IV) dimostrano 
come (p. 147) che la paraboloide iperbolica ha 
Vin indefinito n.° di assurtoti. E siccome l*eq. 
Aa J r B/j-+-C^o (359) , tacendovi A~o,B=i y 

C = ±V (L,b= ±\P, resta soddisfatta,. tuN 
te le rette R , ed in conseguenza anche gli assin- 
toti. sonq paralleli ad uno de piani jr=~ V ^— • z : 

f d'altronde manifesto che per detenhina- 
|^ una superficie assintofiea, fa d'uopo assu- 
mere un. r.apjjorto fra«ni i9 n , * /5 0,, che di- 
ciamo/^ , » ( % a t , J3 )• - o , ed eliminare m /9 it J , 
* , /3 ( tra j'—o , l'eqj dell'assintoto, e le due 
f'rinaer del sistema iV\ 

Saggio $u(/& intersezione delle superficie 
di \? e orarne 

coordinate essendo di 1 f grado n eli* 
fi {, citai piano, la cliixiina.£Ìoue di una coordinata, 
t'r^ questa e *1' eq, di i?na superficie dell' ordi- 
na pe. pFodu.ce una dell'ordine stesso: 
\'<}\ è in conseguenza l' ordine della curva pro- 
Yawienic; dall' intersczioiie dei,! una e dell'altra 
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superficie. Per riconoscerne la natura è neces- 
. sario riferirla ad un sistema di assi esistenti * 
nel piano segante [p. 127 sist.(0)]. Così , traslo- 
cando anche 1' origine , vengono introdotte cin- 
que indeterminate , * , 0 , ? ; 0 , 4* , e può di 
esse profittarsi per soddisfare a qualche con- 
dizione, per es.° che la sezione sia una data 
curva di 1 • genere.^Volendosi per es. Q che la 
sezione sia un circolo , si trasferisca sulle pri- 
me l' origine in un punto del piano xy sosti- 
tuendo in (A) *r-f« , per x, y-j-0, per y 9 
s + y/per z , e si facciano servire le indeter- 
minate a , fi t , y t , alla eliminazione dell' ulti- 
mo termine: indi si faccia variare la posizio- 
ne degli assi, onde liberarla dai rettangoli 
delle -coordinate , operazione sempre possibile 
( p. 120) e la trasformata sia 

r 

Le formole (0) del L cit, , respettivamente 
accresciute di a,/3,/, danno la nuova trasfor- 
mata 

(fcos* i" sen.' 6+g cos.' Ì"cos.' 6+A sen.' 6) 
(fcos.' l±g*en.' «)«• _j. 2 ( f-g)cosA "senAcosA. tu 

e si elimina tu con una delle ipotesi 

■ 

Eguagliando in ciascuna ipot. i coefficienti 
di t*,it* si ha 

Tom. IÙ. I 
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m * * M * 

e supposto /> o t una di tali formole è reale. 
Altro non resta che profittare di * , 0 , y jer 
eliminare i termini affetti da t , w, e per da- 
re il segno negativo all' ultimo^ Esistono dun- 
que, in t'orza del doppio stgno 'di tan.b,tan.b" , 
due sezioni circolari: una dicesi subcontraria. 

Combinando, mediante la eliminazione di 
Zi il piano z^llx+ì y+K con l'eq. 
p % *^yy*-±-sz % = 1 si ha la projezione sul pia- 
no */ della curva nata dalla intersezione ed è 

(pisH*)* *j t {q\sU)j*\isHLxj \isHKx\isLKj \sK '—1=0. .. (X) 

eq. che può trasformarsi in 

Hi*+Si* f +Tto==t. 

Se il piano segante si muove parallelamen- 
te a se stesso varia R , nqn H nh L e tal va- 
riazione influisce nel solo ultimo termine V 
dell' eq. prec. : quindi le projezioni corrispon- 
dentf 5 alle successive sezioni sono curve simili , 
tali per conseguenza le sezioni stesse e simil- 
mente situate. 

I diametri dell' eq. (X) sono (434) 

( r _ ^L(Hx+ K) T — à<H(Ly+K) ? *(tiy 

e nell'ipot. di K=K' danno insieme le coordina- 
te x , y del centro della projezione , corri- 
spondente alla sezione determinata dal valore 
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R'. Posto K' per R si elimini K' tra l'eq.* (fi) 
e la risultante 

L ^ x(j>±sH' ) + *HLyj=H (y+fL' ) + *HL*j 

sarà la projezione della retta che contiene tut- 
ti i centri delle sezioni parallele. Easta elimi- 
nare Hr-|-K fra V eq. del piano e la k" della 
(n) ovvero L y+K mediante la 2/ del predet- 
to sistema , per avere una 2.* projezione della 
retta sopra indicata , retta che in tal guisa si 
riconosce per un diametro , poiché le sue eq.' 
essendo prive del termine costante , dimostra- 
no ch'ella passa per l'origine. Dunque il luo- 
go de* centri di tutte le sezioni parallele di 
una superficie di 2° ordine dotata di ventro, è 
un diametro della medesima. 

$. 477. L' intersezione di due superficie cur- 
ve di 2. 0 ordine è sovente affetta da doppia in- 
flessione o curvatura , qual è quella di una cur- 
va piana perfettamente flessibile , che si ap- 
plichi sulla convessità di un cilindro o di un 
cono. L' intersezione di cui si tratta si rappre- 
senta con due projezioni, che si ottengono eli- 
minando una coordinata, poi un' altra, fra 
l'eq.» delle superficie date. Siccome il sistema 
delle projezioni y— £.ac , z^^.%, può riferirsi ad 
una curva nello spazio y tanto di semplice quan- 
to di doppia curvatura, bisogna saper distin- 
guere di qual sorta sia la curvatura della in- 
terse ione. 

Mediante l' eq. di un piano si elimini una 
coordinata , per es.° la z , dall' eq. di una del- 
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le superficie proposte , e se la risultante può 
rendersi identica ad y-<p.%^o l' intersezione è 
piana : altrimenti è di doppia curvatura. Sw- 
no le sfere 

+y +f =r* , (*+*)* -KjTtfl '+(*+y)' =r,* . 

- 

La nota eliminazione , ove pongasi 

r/-r' -«•-£' -/==*', dà* 

4(*- + 7 • )*' +40' y +8*0»/- 

e facendo nell'eq. della 1.» sfera 
(ILr+Ly+K) , si ottiene 

(H%CT>V(L%G* )r +2HLxy + 2HRx + 2KL r 4.R t 

-GVj=b, 

eq. che si rende identica con la prec. con fare 

H=2* , L=2/a , G=2y , El=-a\ 

Dunque T intersezione di dite superficie sfe- 
riche è una linea di semplice curvatura , esi- 
stente nel piano 

2*x+2/? y— 2yz*-A* =o. 

Trattandosi di un cono e di un cilindro retto , 
^^-*Venti base circolare , le cui respettive eq. 1 sono 

c - ( A _ z y =v (x- + r *) . OH-*)' -K rf +r)' » 

la «olita sostituzione per z cangia la i ■ in 
(a' H' -A* G' )^ k\-b* G' )/• +2*' HL*H~ 
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e perchè questa non può farsi coincidere con 
l' eq. del cilindro , l' intersezione è dotata di 
doppia curvatura. 

§. 478. Se l'intersezione di due superficie 
curve è piana può effettuarsi una trasforma- 
zione di coordinate, per cui il piano segante 
coincida con %y\ allora l'eq.* trasformate deb- 
bono risultare identiche nell' ipot. di z—o , e 
fatta la divisione pel coefficiente d'y*, della 
forma: 

( J'+Bxj'+Cx'+B'xz+Byz+Cz'+Ds+Ex+E'z+Fzsa 
\ j^+Bj^+Cx'+Btxz+BMfz+Gz'+Df+Ex+Etz+F^ 

Si tratta di rintracciare le condizioni da cui 
dipende che i termini non affetti da z , sieno 
respettivamente identici in ambedue le trasfor- 
mate , ed a tale oggetto basta sostituire in 
una dell' eq. 1 proposte , 

■*-4-*,y+/3,*+y per x,y ,z, 

e cercare se possa darsi ad « /3 , y , unitamen- 
te a G,H,L,K in Gz % +Hx'+L/-J-K=o, 
un valore «he renda identica Ja projezione in 
xy dell'intersezione comune alle superficie ed 
al piano. Il probi, vien così ridotto a verifica- 
re con valori reali cinque eq.* fra sei indeter- 
minate. Se ciò possa effettuarsi la comune in- 
tersezione piana esiste e viceversa, 

Ottenute l' eq.' I si può di esse profittare 
per riconoscere V esistenza e la posizione di una 
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2.» intersezione piana ; ed a ciò si soddisfa con 
prenderne la differenza : 

-C> + (B. -B> + (B'-B. ) /+ E. -E'] -o....(W) 

Da questa infatti , omesso il fattore z— o, 
che ci. rammenta la supposta sezione median- 
te il piano xy , si ha req. di un 2.° piano se- 
gante , in cui giacciono i punti comuni delle 
superficie proposte , punti che in conseguenza 
.costituiscono una linea di semplice curvatura. 
Ciò peraltro suppone l'anzidetta eq. immune 
da ogn' incongruenza, qual si avrebbe peres. 0 
se C. =C\ B. -B\ B. =B' . 

Per cominciare dai casi pia semplici voglia n- 
si le intersezioni di una sfera e di un cono ret- 
to , di una sfera e di un' ellissoide di rivolu- 
zione. 

Nel i .° caso si hanno V eq.* 

ir" +2=r , x* -j-J* — y m z + z=a\ 

e per far sì che divengano identiche nell'ipot. 
di z=o basta sostituire nella i.* z-\-y per z y 
e determinare y mediante l' eq. r -y % =u * 

Sostituiti i valori nella (W) divisa p^r z ot- 
tiensi 

* ■ . • 

2r • ibr 

-o ossia 



Dunque si ha una 2.* sezione circolare nel 

2br 

piano equidistante da xy della quantità - — . 
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Tal sezione si riduce ad un pùnto se 3 — r: 
svanisce quando A=oo , nel qual caso il cono 
si è" cangiato nel cilindro circoscritto alla 
sfera. * 
Era facile rintracciare la 2.* seziooe , cercan- 
do qual valore deesi attribuire a * onde avere 

/•* - x' = - (A-x)* ' poiché questa eq. condu- 
ce appunto alla forinola sopra ottenuta. 
Le superficie proposte essendo^ 

I ' 

si trova come sopra y=\r-a e dalla (W) 
si ritrae 

( Ì-i>+aVX^=o cioè z^^/f , 

c * » „ c*— a* 

valore assurdo se c = a y vale a dire se le su- 
perficie sono sferiche entrambe. . - . \ 
Abbiansi in 3.° luogo le superficie * > / 

(x-*y +(x-0): +(z- r y =r% # y * ^ = i , 

e suppongasi che il piano H rH-L^-Hz -R con- 
tenga una curva comune alle superficie pro- 
poste (*) La proiezione di questa sul piano xy, 
ricavandola da ciascuna delle date superficie 
h respettivamente 

( , +H- K +( ' +L' y +2HL.ry + 2H[(y-K)-«]x+ 

- 

C*) Si previene qualunque eccezione supponendo ambedue le superficie 
proposte nello stesso angolo de' piani coordinati. 
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ed affinchè sieno identiclie , come 1* ipot. ri- 
chiede , dev' essere 

La 2 * equiv. ad HL(p-j)=o e dà H=o ovvilo. 

Nel i .° caso V eq.* di condizione si riducono 
alle seguenti ì 

L= j+Y^ ,*=<> ,((3-Ly>-J-LK0i-^o...(.) 

pr--^+(y.K)']+^K«-i=o (2). 

Restano dunque due eq} fra le indeterminate 
0 1 y # c f r , e si hanno infinite coppie di pia- 
ni, espressi con P eq.* 

Supposto L=o risulta H=± V«,e gli 
anzidetti piani sono 
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Siccome ad L reale cortispondfe H ìmm i bi- 
nario e vicev. , due piani segatiti, perpendico* 
lari ad yz , danno una comune sezione circo* 
lare.. 

Se la posizione della sfefa è data l'eq. à (i), 
(2) determinano Kejj r: resta per conseguen* 
za determinata la posizione de* due piani ae* 
ganti. 

Conoscendosi unicamente il raggio la eli- 
"minazione di K dalle cit. eq> somministra, 

pq 0' +ps r =( 1 -7"* ) (ps) • • • (3) 

cioè un* eq, spettante alla famiglia ellittica o 
iperbolica , i cui assi sono due degli assi co- 
niugati ortogonali spettanti alla superficie 
px* -\-(/y % +^2*— 1* 

Data la posizione della sfera se ne ha il rag- 
gio dall' ea. £3) * 

La condizione da cui dipende che le sezio- 
ni sieno circoli massimi è che il piano segan- 
te passi pel centro (et , |3 , y) della sfera , e ta- 
le ipot. riduce 1* eq. del predetto piano a 
y=^L0+K ... (4). Quando r è noto nasta il 
sistema [(1 ) , (2) s ($] P er determinare K , 0, y, 
cioè la posizione della sfera e del piano segante. 

Delle superficie coniche circoscritte 

ed inscritte. 



$. 479* -Eissendo (*,|3,y) il vertice di un 
cono circoscritto ad una data superficie di 2. 0 
Qrdul^ si ha la distanza S tra 1 vertice ed un 
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Minto f^j^zj della eurva di contatto me- 
diante l'eq. (7) del §. 457, eq. che per como- 
do trasformiamo in 
/* è % +2»}-\-Z=o » scrivendo in (A) (453) 
2B, 2B', ec. 2F, 2E' per B,B"ec. F,edin cui 
dee supporsi (§. cit.) . Questa eq. di con- 

dizione cessa di riferirsi ad una generatrice 
individuale e si estende a tutte, cioè alla su- 
perficie conica da essa generata, se si elimina 
m ed n per mezzo del sistema • • 

x—a—m^z—y) , y—P=n(z—y), 

vale a dire se si sostituisce — • perra,-^ — per 

z-y r z-y r 

n , il che produce un' eq. di 2. 0 grado in xy,z. 

Il piano tangente nel punto (jr , y / , z y ) del- 
la curva di contatto passa per (* , 0 , y ) : si 
può dunque sostituire a ,0, y per r ,y , z nell* 
eq. (I) del §. 4&7- Da tal sostituzione, rad- 
doppiando provvisoriamente B , B', B", D , E, E' 
in (A) e ordinando per rapporto ad % t ,y n z t% 
nasce 

(C^B^ + BV + E)x <+ (B^A^ + B> + D) r/ + 

(B^^'^CV+EO^.+Ea+D^EV+F-o ;.. (1) 

e siccome si ha la stessa eq. per qualunque 
altro punto dell' anzidetta curva , ne segue che 

(C^ + B^> + E)x + (B« + Ap t BV4)lr ec ^= 0 ---C 2 ) 

li contenga tutti, che rappresenti per con- 
seguenza il piano della curva di contatto , e 
che la curva di cui si tratta sia piandSp 
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Se mediante il sistema 

si elimina ,r,r,.z dall' eq. (2) si ottiene, per 
determinare la distanza h tra il vertice ed il 
piano della curva ai contatto* l'éq. f'^+fWo, 
dove »' , £ sono ciò che » , £ divengono me- 
diante la sostituzione di a , fi 9 y per x y , y t ,z y , 
e di 2B,2B' ec» per B , K ec. 

L'espressione — {' coincide Come Caso par- 

* 

ticolare con quella che si ritrae dalla formolà 
^-»'*+V / (^-/*T)j(=0 facendovi >" =,* !', 



d' onde J! — L . 

/Ut * 

Chiamando , i valori di i si trova come 
( 435 ) J/.yj'W'rj/: Dunque 
♦ Teor. I semrnenti di qualsivoglia segante 
ABC {F. a j/f2) stanno come quelli della corda 
J3C , fatti dal piano della curva di contatto. 

§. 480 Supponendo per comodo espressa la 
superficie con l'eq. px % -hyy 1 H-if* - = 1 si ha 
pel piano della curva di contatto l'eq. 

e per rapporto a questo piano tre casi pos- 
sono darsi : 1 ,° che se ne abbia l' eq. 

Gz-HHx-f-Ly=t ... (3) 

ed allora si determina il vertice del cono cir- 
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coscritto per itiezzo dell' eq.' H L— </P f 

2. 0 Che fra G , H , L veng* assegnata iTn'eq, 
F(lì,L,G)=o : 3.° Che ?eq.* fra i predetti 
coefficienti siano due F~o s f—o. 

Nel 2. d caso la sostituzione di p*,q(i,sy 
dà una superficie del grado di F~ o ed è il 
luogo geometrico a cui il vertice corrisponde, 
mentre il piano della curva di contatto varia 
di posizione a tenore della legge espressa da 
F=o. Se tal legge consista per es.° nel pas- 
saggio del piano (3) pel punto (x\y\ z'\ ester* 
no alla superficie, la sostituzione del valore 
diG,H,L,dà 

e perciò ,il luogo percorso dal vertice è. il pia- 
no della curva di contatto, spettante al cono 
il cui vertice è in (x' 9 z). 

Nel 3.° caso il luogo geometrico è la curva 
comune alle superficie F~o,/=o. * 

§. 48 *• Diconsi coni inscritti cjuelli ch'esat- 
tamente comprendono due sezioni piane di 
una data superficie di 2. 0 ordine, e l'ispezio- 
ne della F. m 1 43 invita ad immaginare che per 
ogni Coppia di sezioni , rappresentate coi mas- 
simi loro diametri EG , CH , esistenti in irtio 
stesso piano CEFGH , sien due le superficie 
coniche inscrittibili , una il cui vertice r , este- 
riore alle sezioni, l'altra il cui vertice D , in- 
termedio ad esse. Spetta all'analisi di appu- 
rare I* esposta nozione , e di rintracciare quan- 
ti e dove sieno i vertici de' coni inscrittibili 
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Si collochi una sezione sul piano xy ; sia 

x—*=n(z-y) , y-P=™[z-y] , . la generi 

Ay*+Bxy+Cx*+ByfrE%+Y~o la direttr/» 

di una su perfide , conica inscritta, e si avrà 
per esprimerla • * 

D(/3z-yj)(z-y)+E(az^j:)(z^)H-F(i-. y )«=o, 
Questa , sottraendone y*(A) dà 
*[(A^+B»j3-H>*+Dp+E«+F--Cy)-- 

y(2C*+ By + E-B'y)x-y(2 A(3+B«+D-B y>- 

r(BU+Dp+E'y+2F>=o , 

e soppresso il fattore z=o , relativo alla se- 
zione in xy , resta V eq. di un nuovo pipno 
segante, piano che qualora sia cognito ed 
espresso con la forinola (3), porge l" eq. 4 com- 
parative 

( A/3« +B*faC? i+ DP+E* + F -Cy =Gy(E«+Dp + E 7 +iF) 
MkCa+Bp+E-B y-HCE^Dp+E'y^F) 

f 2 A^+D-B'y-LCEa+Dp+E'yf aF) , 

dalle quali, eccettuati i casi in cui il piano 
(3) esser non può trasversale , .vien -sommini- 
strato un doppio e reale valore di «, /3, y. 
Resta così esclusivamente dimostrata l'esisten- 
za di due coni inscritti. 
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Dato il vertice di uno si ha dal sistema (4) 
la posizione del piano (3) . 

Può succedere che in vece de* coefficienti 
G , H , L , abhiasi un' eq. F(G , IT, L>=o. Alta 
ra , esprimendo G , H , tv per a , f3 , y , median- 
te il sistema ( 4 ) si ottiene una superficie 
F(« • P , ?)~o , luogo geometrico de* vertici : 
superficie eh* è eli 2. p ordine se quello della 
F V G , Il , L) — o sia il 1 f , per es.° 
[G^+Hx -J-T y é ~ 1] ; cioè se la 2. a sezione 
muovasi girando intorno ad un punto fisso ; 
e si riduce al piano (1) della curva di contat- 
tò spettante al cono circoscritto il cui vertice 
è in (x t , y i , z,) , ( J. autipVec. ) se il predetto 
punto c;*de ili xy. Di fatti si ha z f = o , la F~o 
diviene Hac-f-l ..y,= 1 , e sostituendovi l'espres- 
sione di H ,L tratta dall' eq»' 2. 1 e 3,* del sh 
sterna (4) , dopo aver cangiato 2G,2A,2Fin 
C » A , f , si riproduce la cit. eq. (1) . (*) 

Criteri per distilli ucr» le diverse superficie 
rappresentate doli cq. generale (A) {bfìS) 

■ 

Lì 
eq. (A) comprende nove super- 
aci » curve; cinque dotate di centro : l'ellissoi- 
de , la sferoide , la sfera, l'iperboloide, l'iper- 
boloide' discontinua-, quattro di centro prive 

j Ch\ desidera una più ampia discussione sulle superficie coniche circoscrit • 
teed ì»m »itr»% vepga il cit Opusc. del Sig. Gurgini C p. 5i, 5a t e 53 ), 
optitelo interessante che onora la pnrria de' Nar ducei e de' Saladini, 
£ dimostra quai hello speranze, essa non men che V Italia, 
di rjuesto giovine Geometra concepire. 



■ 
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la paraboloide ellittica parabolica /\\ cilin- 
dro ed il cono. 

Verificata l'esistenza del centro (458) per 
riconoscere la specie della superficie può farsi 
uso della ridotta (R ) (467) e dell' eq. (P')(462). 
Si ha : 

I/ellissoide se i segni di (VI sono alterna- 
tivi, perchè in tale ipot. i quaarati de' semias- 
si risultano positivi e perciò reali le loro ra- 
dici quadrate. L'eq. (R ) offre un criterio equi- 
valente ed è . 

j Q<o , N >! j... (1) 

La sferoide esige che nell' ipot. (i) due de 1 
coefficienti M,N , P sieno eguali: 
La sfera che sia M=N=P. 
L'iperboloide suppone 

Q<o . [ ">ó ,"P<o] . • . (a) 

ovvero che l'eq. (P') presenti due variazioni 
di segno: * ^ 

Si ha V iperboloide cnscontinua se nelk ipof. 
(2) è Q:>o , o se incontrasi una sola varia- 
zione neli' eq. (P ) 

La paraboloide ellittica corrisponde ad 

M=o , N>o , P>o: 
La paraboloide parabolica ad 
M=o ,N>o .P<o. 



( , 

Le caratteristiche del cono sono Q=o ed 
uno de' coefficienti M ,K ,P , >o. 

Quelle del cilindro (458) 1 ,0=° , r =° . 



§. 483» Posto che si verifichi- la M=o ^esiste, 
per distinguere l' una dall' altra paraboloide , 
un criterio molto semplice , indipeqdente dall' 
feq. (P ) e dalla ridotta (K) . 

Si sa ( 45$ ) che scriv endo $B , 21?, 2B" dev' 
essere 

AB ' -f CB' +C B» -ACC'-:2BB'B '=o, . . (3) . 
Questa moltiplicata per CV+2B"L+A dà 

e dimostra che la funzione 

(B '"-AOH* +2H[(BB -AB + (C'B-B B")L]+ 

(B* -.CC')L' +2L(BB'-B'C)+B' -AC (4) 

è un quadrato. Ciò posto , se la superficie (A) 
gì concepisce segata col piano z=Hj>-{-Lj-f-K, 
$i ha la proje?,ioae della sezione si*, piaqo xy 
espressa, con l' eq. 

(C + 2BH + G'ff y# +2(B + l : L+B' , H + CHL)^ r + 

(± \-?VL+CU)y % ec.=o ; 

fd affinchè risulti costantemente ellittica o pa- 
j«a boi ica , come conviensi alla paraboloide ellit- 
tica , basta che 

(B+B L+B H + C f?L)--(C + 2BH + C ff)(GXH 2 B"L + A) 
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cioè r equivalente funzione (4) , sia <ovv.— o. 

A tal effetto, siccome H può essere di qua- 
lunque indefinita grandezza , deesi avere pri- 
mieramente B" a ~AC'<:o. Se ciò succede dicia- 
mo essere anche 

B" -CC <o , B- -AC<o , 

(B a -CC')L'H-2(BB'-CB ')L+B* -AC<o, 

t perciò la funzione (4) della forma 

—(SÌH ± N L+L')' ... (5) 

* 

Infatti l' eq. (3) moltiplicata prima per A poi 
per C si trasforma in 

(AB'- BB" )' -(B" -AC )(B' -AC)=o 

(CB- B B ')'-(B •'• - AG )(B" -CC ) =o , 

i 

e sì l'una che l'altra fa vedere che all'ipot. 
B * -AC <o corrisponde B" -AC<o , B" -CC <o 
e che uno di questi rapporti include gii al- 
tri due. 

La funzione (4) non può essere della for- 
ma (5) senza che l' ultimo suo termine sia tur 
negativo ed il quadrato di un binomio N I4L'. 
Dunque 

(B«~CC)L>+z(BB'^CB'')L+B>--JC<o ed L+L'? 

perchè (B /s ~-AC')(B* -AC)=-(BB-CB") B 
coincide con l'eq. (3) 

È chiaro d' altronde ch'esistono infiniti va- 
lori di H , L • soddisfacenti ad M'H ±N'L + L'=o. 

I criterj per riconoscere la paraboloide ellit- 
Tom. ÌU. m 
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tica si riducano pertanto» a dtie e sotto , l'eq. 
(5) ed uno xk'mppótti 

B** -AC'<co , tì* — AC co , B * -CC'<o. 

Nella stessa guisa si scuopre che i criterj 
relativi alla paraboloide iperbolica sono: L'eq. 
(3) ed uno eie 5 rapporti 

B a — AC>o , B* — AG>o , B'* — CC>o. 

Delle superficie curve che ammettono 
per lóro generatrice la linea retta. 

I A - / 

§. J$84- Una retta che percorra una serie 
di sufeceésiVi spaxj , ciascuno in una particolar 
direzione, minore d'ogni quantità assegnabile, 
genera una superficie curvale questa è rego- 
lare étó il moto (fella generatrice va soggetto 
ad urta! l^gge costante. Noi ci proponiamo di 
Gòtitómplàre alcune fra le innumerabili super- 
ficie curve regolari , che possono esser genera- 
te àaHa* linea retta. Una rètta nello spazio 



resta individualmente costituita per mezzo di 
quattro condizioni r atte a determinare i pa- 
rametri ,/3 6 , condizioni, ciascuna del- 
le auali dèe consistere in uri algebrico rappor- 
to tra i parametri stessi , ovvero in un siste- 
ma di due eq.* algebriche in x ^y. Tre condi- 
zióni danno tre parametri espressi pel 4»° » 
fé? és.° 
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dove , itìdieatfò altrettante cognite .fun- 

zioni di a . Il sistema (2) rappresenta,, in for- 
za dell' indeterminato valore di a 9y una conti- 
gua seriè d' infinite linee rette , che si succe- 
do**) a tenore della legge risultante dalla par* 
titolare forma di f , <p J J/ , ed eliminando a 9 me- 
diante il citato sistema, ottiensi un'eq. rela- 
tiva a tutte le rette di cui sopra , e perciò 
esprimente là superficie ove sono comprese, 
e che può concepirsi generata da una retta in- 
dividuale del sistema (1) , la quale si aggiri 
nello apa?zk>v seguendo utia legge di moto' , co- 
stitòita dall' èq. 1 » v ^f*a c , # e =<p.tf c , = i>-a c . ' 

Due condizioni lasciano indeterminata una 
delle funzioni f tali restano due di esse 
quando- viene assegnata una sola condizione. 

Una retta che passa per due punti dati sod* 
disfa a quattro condizioni , quali sono le quat- 
to* pfoji'ziofri ée' plinti : Lo stesso 1 avviene di 
utiat retta che passa per un punto dato P e 
si appoggia sm due <We rette R , R', perchè 
dessa equivaler $AV intersezióne de' piani , con* 
àottà , h©o per P, ft, l'altro per P , R'. 

Per render mobile, a tenore di una certa 
legge , la retta prec. , basta supporre che il 
puitfó P' liberamente^ scorra lungo uria retta 
dalfav ed ia t^e ij*otv la gefietfatribe viene ob* 
bligata ad appoggiarsi durante, il suo moto su] 
sistema <& tre rette assegnate; 

Sia k? generatrice le rette assegnate : 
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xr=a t z+* l , y~h x z-\-$ 

Eliminando x ,y\z, fra il sistema (i) e 
ciascuno de' prec , si ottengono respettiva-i 
mente l'eq. 1 . 

fa.-'. X". -P.X*. X*. H> - 

XA-P. K«."*. X*."*. )=<> » 

' («.-tf,X&-fcX«.-"»)(*.-*.)=<>; 

. > . ... i 

queste danno a # 0. , b a , £er , per es,* 
*.-/'(:)* t.=*K".) = e . mediatitela 
eliminazione di # # tra l' eq. 1 del sistema (2) si 
giunge ad un'eq, di 2. 0 grado in x 9 jr 9 z 9 
esprimente la superficie di 2. 0 ordine che vien 
descritta dalla generatrice (1). 

Per evitare 1* imbarazzo di una elimi- 
nazione laboriosissima , ed ottenere nel tem* 
po stesso l' eq. finale sotto una forma molto 
meno complicata, si scelgano tre assi respet- 
tivamente paralleli alle generatrici, e chia- 
mando / , u , v le nuove coordinate , posta l'ori- 
gine A dovunque , si avrà 

Per la parai, ad Av ... [ t =g , "=^']... (t) - 

Per la parai, ad Aw. . . [ v—h 3 1 =h ] ...(«) 

Per la parai, ad A/...[w=/, •"••(*) 

dove g , g' ec. 1 , sono quantità cognite. Sieno 
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l' eq.» della generatrice , e per esprimere ch'es- 
sa incontra le (t) , (u) , (*>) dovrà farsi 

Si elimini k e h f dalla 3. à e si avrà 

(«--*>« + (h'-g)uv-\-{g-i) ^{hi-g-iyj- 

(gh*h'i")u -f {gi-g'h)v + g'h'i-ghi=o .... (I) 

eq. richiesta,, che , salvo il grado in cui si tro- 
va , può tradursi fra le coordinate rettangole 
x,f,z, e che del pari si ottiene prendendo 
per direttrici 

< {t=g » «=*"} , {t—g 9 v~i) , p=7i| ; 

circostanza notabile , da cui apparisce che la 
superficie (I) può essere in due diverse manie- 
re generata mediante una retta che scorra sn 
tre altre assegnate nello spazio. Ecco di que- 
sta bella verità, felicemente scoperta dall'in- 
signe geometra Monge , una grafica dimostra- 
zione elegantissima : 

Sieno (F.« 144 ) AB . CD , EF le direttrici 
rettilinee ; ab , ed 9 ef rappresentino la genera- 
trice in tre diverse posizioni , la media delle 
quali incontri CD in O. Preso in AB un pun- 
to P , la corrispondente generatrice XPY esiste 
nel piano PCD. Così una retta xpy , che pas- 
si per un punto p di ab e tocchi cd,cf,cicfo 
che abbia per direttrici ab,cd,ef, giace nel 
piano ped : ma i piani PCD , ped s' ititene 
gano perchè hanno comune il punto O : duu- 
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que le XY , xy , s' incontrano in un punto Z, 
e siccome ciò si verifica per rapporto a tutte 
le possibili generatrici respettive XY , *y , ne 
se<me che I' una e 1' akra generino , scorrendo 
sulle respettive direttrici , una stessa idèntica 
superficie {Flauti Op. cit. §. 287) , 

La superficie (I) appartiene all' immensa fa- 
miglia di quelle che i Greci disserro pleùtoidi 
(*) cioè complicate ; tal è la superficie genera- 
ta da una retta che scorre su tre curve date 
nello spazio; da una retta che muovesi con 
una certa legge scivolando su due direttrici, 
entrambe curve o rette, una retta e l'altra 
curva. Fa parte di quest' ultima classe la su- 

Serficie del balaustro serpeggiante , generata 
a una retta AB , il cui estremo B ravvol- 
gesi intorno ad A mentre 1* estremo A percor- 
re l'asse del cilindro retto, insistente sul cir- 
colo che ha per raggio AB (**) 

Ì{, 485 Fra le più semplici leggi , atte a re- 
are nello spazio il moto di una linea retta, 
lebbonsi annoverare le seguenti : 
- i.° Che la generatrice scorra su due direttri- 
ci e si conservi perpendicolare ad una di esse, 
ovvero parallela aa un dato piano: 2. 0 che 
scorra sul perimetro di una curva e resti pa- 
rallela a se stessa : 3.* che passi per un punto 
e non cessi di seguire il contorno di una cur- 
va data : 4. 0 che si aggiri circolarmente intor- 
no ad una retta iti taf guisa situata ,che niun 
jriano la contenga insieme con la generatrice. 

C) P*PF<> Lib. IV. Prop. XXIX. 

C*J Vegganti le belle indagini di cui la moderna Geometria è debitri- 
ce al valoroso Geometra K. Flauti ( Op. cit. f. «90. e «eg. ^ 
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I. Ipot. Considerando sulle prime una sola 
direttrice si prenda per l'asse delle z , norma- 
li al piano xy, quella che dev> essere incon*- 
trata ad angolo retto dalla generatrice. 

Per esprimere ambedue le condizioni ba$ta 
rappresentare la generatrice col si$fcenaa 
y~cx s z— A, ed osservare che per una deter- 
minata posizione della generatrice le quantità 
c , h sono costanti insieme ed insieme varia- 
bili da una posizione $11' altra , per lo c!?e 

A=/.c ; e siccome c=L si ha V eq. ^icbk«Sit 

X 

Z =f. Z . \ 
J x 

S'introduce la 2. a direttrice cpmbinando l'eq. 1 
\ y=ra, <r+* t 9 z=b t | . . . (3) 
col sistema jt^cj^, z=f.c. La elimwazioije 
d'^y,^ dà/. g ^^^ + M^),e sosti- 

C . (Ij 

tuendo £ per c , z per f.x , si ottiene 

Se la 2.» direttrice fosse una curva nello spa- 
zio si sostituirebbero le sue eq/ F(jt,r 9 
F .( r 9 y^ z)-o al sistema fS). 

Da **n punto D della direttrice CD (F.* iàS) 
si tiri h DA perpendicolare sulla i .* direttrice 
A e : per questa e pei- AD si conducano due 
piani rettangolari zkx , xky , e si obblighi la 
genitrice GB a xest&r parallela $1 piano xy. 

In questa ipot. dee farsi nel sistema (3) 
f =o , e chiamando , y, , le coqr- 
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dinate del punto C > sì ha 2= fi cioè b t = £1 - 
ed *, =7V Così l'eq. (4) si riduce ad 

x r yz~jr z.x .. .(ò) 
ed appartiene al tetragono difforme, generato 
dalla CB , che scorse lungo le rette AB , CD , 
esistenti in diverso piano, con la condizione 
che sempre si conservi parallela al piano xy. 

Si vedrà che un' adattata trasformazione 
di coordinate cangia l'ecf. del paraboloide iper- 
bolico nell' eq. (5), che in conseguenza là cur- 
vatura del tetragono difforme coincide con 

auella dell'anzidetto paraboloide : Infatti x—k 
k l'eq. di un'iperbola riferita agli assintoti ; 
y--h ov. z—i danno una retta , e si sa che la 
retta è il limite a cui la parabola tende, ri- 
stringendosi a. misura che il piano segante acco- 
stasi al lato del cono. W 

Passiamo intanto ad osservare che la super- 
ficie (5) può essere altresì generata dalla ret- 
ta CD che scorra parallelamente al piano zx 
sulle direttrici BC , AD. 
Sia x=a 9 z+* 0 , y=ò 0 z-\- /3 0 la generatrice : 
L'eq.* di AD, cioè x=-o , jz=o, danno 
a o ~o,7=0 o ; quindi si ha per la generatrice il 
sistema \x~ a 0 z , j=/3 0 ]. . • (6) Intatti la pro- 
iezione della CD sili piano zx passa per l'ori- 
gine j ed il valore <r y , atteso il paralleli- 
smo della CD a zx , è costantemente uguale 
a quello che corrisponde al punto CU siste- 
ma z—z^y^Lx, spettante alla BC, cangia 

il sistema (6) in z, , Z-L x= & , d* ond* 
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a. Zi = K i pongasi £. per «. , |3. per ^ , e si 

avrà in altra guisa l'eq. (5).. 

Immaginando il piano BCDF > la generatri- 
ce in LG ed LE parallela alla CD , risulta il 
piano LEG parallelo a zx 9 EG parallela ad 

AF, e > 

■ 

DF:EF ossia CL : LB ; : DG : GA : dunque 

Teor. La retta generatrice del tetragono stor- 
to taglia le direttrici in parti direttamente prò-* 
porzionali: 

verità d' altronde evidente , perchè i punti C, D 
non possono giungere con moto uniforme in 
B ,À, senza che i respettivi spazj da essi per- 
corsi stiano come le rette CB > DA. (*) 

II Ipot. Essendo , 0. insieme costanti per 
una stessa generatrice , variabili insieme da 
una generatrice all' altra , può supporsi , come 
sul princ. della I Ipot., ==/.««. Tra i sistemi 

[ y=a, x+m t , ì=b t jff/.«, ] . . . (6; 

fF(x ,y , z)=o , F,(x , *f ,2)=] ... (7) 

il 2. 0 de' quali rappresenta la curva direttrice 



(*) Prescindendo dall'esposta, opportumssunà posizione degli assi, fe- 
licemente immaginata dal Sig. Galano Giorgini % si giunge ( Bossut 
Traités de Cale diff. et Int- ti a ° p. Wo.) ad una completa eq. di 
a.» grado in *, r , x, che non senza laboriosissimo calcolo si ricon- 
duce alla forma (5). 
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si elimini j?, j, z: dalla risultante traggasi/.*, , 
si sostituisca nella 2* delle (6), ed eliminato 
a o si avrà il simbolo della superficie cilindrica 
la cui base vieti espressa dal sist. (7) . Que- 
sta sia per es/ il circolo [>=o, y* +z*=r* ]...($) 
esistente nel pianojrzed avente il centro nelr 

or'-gine. La nota eliminazione dà f.a a « Vr*-«^ * ; 
li 2. a delle (6) diviene (z— b 9 xy~-r — «• , e per- 
chè «^y—^, ottiensi per la richiesta su- 
perficie cilindrica , V eq. 

Ili Ipot. La generatrice che passa pel pun- 
to (x, 9 jr ,z,) è f 

Cy-r^'C*-*,) . «^'(riOì • "(9) 

e per la ragione sopra esposta ai ha ò'=f.a : 
effettuata la sostituzione ai f.a por 6', si eli- 
mini jc 9 y , z fra il sistema (7) ad il prec. oa r 
«de riconoscere la forma di f.a\ e mediante k 
eliminazione di a tra le due del sistema (9) 
si otterrà ec. 

La curva direttrice essendo per es.° il circo- 
lo (8), si trova per esprimere la superficie 
conica di cui sopra , l'eq. 

Se il cono è retto , y t e z i svatfiscoqo,eri- 
roane y* + z»= -~{x— x ì?> ^Qye ,-èfe tw- 

gente dell' angolo fatto dalla generatrice e$n 
r asse del cono. 
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IV. Ipot. Sia la retta x^=a 0 z-*r* 0 ,y~ 'ò ? ^ m 9 
tale che per essa ed A* non passi un piano! 
S'ella si muove in guisa che ogni suo punto 
m percorra una circonferenza (n cùi raggio r) 
avente il centro in A# , detta f la distanza di 
m da xy , siccome r varia con i , si ha per 
esprimere il circolo , il sistema 

ed eliminando x,y,z, si ottiene 1 

e perchè i^z ed f.ì= x % +f , risulta 

Non resta che togliere il termine *(a.ft„ +A p fl ¥ )$ 
mediante la sostituzione di ù^**J'4A% 
z s onde avere un'eq. compnesa eotìie'caso 
particolare in quella dell' iperboloide ellittica , 
cioè l'ea. del timpano iperbolico di cui (t 467 
sul fine) (*) w * ' 

Appendice sulle superficie 
ai rivoluzione in generale 

J. 486 Sia [x^a'zi*', r=!>'zip] l' asse 
di rivoluzione, 

la curva generatrice. 

■ 

r 

JHTÌ !' eccel,ett * c trattato geojnetriqp del fiméraùb n*4U fetali 
di £ito da prelodata Geometra V. Flauti C f. *3i, e «e* ) 
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Il piano perpendicolare all' asse è ( 3by ) 
d x-\-b'y-\ . . . (c) e produce nella super- 
ficie richiesta una sezione circolare. S'imma- 
gini una sfera di raggio variabile, il cui centro 
in (x=* , y=fò' , oj , punto d' xy comune 
all' asse di rivoluz. ne , cioè una sfera la cui eq. 

e perchè un punto che muovasi sulla super- 
ficie di rivoluzione dee restare sul piano (c) 
e perciò sulla sfera stessa , ovvero dipartirse- 
ne e passare su d* altra sfera ; ^ ed r sono 
costanti insieme, nel i/'caso, insieme varia- 
bili nel 2. 0 ; si ha r* =<p.« 0 ; perciò 

(x-J)* +( jHP? +* a =F(ax-\zby-t z).. .(d) 
e l'eq. della sfera diviene 

{x-*')*+{ r -py+z*=F.*....{e) 

Avvertasi che la generatrice (A) debbe in- 
contrare tutte le sezioni circolari [(e), (e)] , 
dal che nasce la coesistenza delle (À),(c),(<?): 
che queste, eliminandone x 9 jr 9 z 9 danno 
/(«., F.* 0 ) ~o . cioè un'eq. che determina F.* # , 
e si concluderà che l'eq. (d), modificata a 
tenore della f=o , costituisce quella della su- 
perficie generata dalla curva ìb) intorno ad 
(a) (*). L'eq. del timpano iperbolico (467 ) e 

(*) La trteeim dell' esposto metodo dee» al fecondissimo inge|no di Ga? 
tparo Mongt ( Feuilles d'Anal. n.« 6. ). 
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quella del balaustro serpeggiante discendono 
come caso particolare dal prec. metodo. 

Scelto l'asse di rivoluzione per quello delle 
z , T eq. (d) si riduce ad x % +y a -j-z*=F.z , do* 
ve si può cangiare F.z— z % in z. 



tALCOLO ALGEBRICO 



* * 



TEORICA GENERALE DELL' EQtfAfclONÉ 
ALGEBRICA, 



CAPITOLO L 
Proprietà dell' eq, ad una sola incognita. 

5 487. Tja prima e fondamentale indagine 
relativa ad una qualsivoglia data eq. 

ha per oggetto di assicurarsi s'ella sempre 
ammetta una risolvente. Per riuscirvi noi co- 
minciamo dal supporre 

x^tcos.V-ì-sen^ — 1) , 

espressione suggerita dalla forma sotto cui com- 
pariscono le risolventi d' x'+p,x-\-p.— o (89) 
e che si adatta ai casi ove niuna risolvente è 
immaginaria , con fare <P— o, Effettuata la so- 
stituzione si ha la trasformata , 

P+qV-- 1=0, in cui 
P^rw^j». ^cos(*m-\)(p...i t p a ^ t ìcos$} t p m , 
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e si tratta di provare l'esistenza di un real 
valore di A e p , da cui risulti P=o e Q=o. 

Dato a A , <t> un valore K»P%% s * a P. » Q. quel- 
lo % di P ,Q, e si rappresentino per P, , Q, i 
respettivi valori che P g ,Q, ricevono mediante 
la sostituzione di + k V* r *• » e di 
per fc, dove /i,k sieno infinitesime. Siccome 
Dell' espressione di sen. rih e cos. nh ( 229 sul 
fine) si dee tener conto del solo interinine, 
si ha 

• * 

- S3n(ji<p t nh)~sen.n<PÌnhcos.nQ , 

ùos(n<p+nfì)=cos.n<p—nhsen.n$: 

è chiaro d'altronde che mediante la sostitu- 
zione , o successiva o simultanea , d'y-j-k , z-j-A, 
in unà data funzione F (y , z) ottiensi la stes- 
sa funzione variata F'(y,z), ove si suppon- 
gono soppressi i termini affetti da k* ec. A*ec. 
come infinitesimi di un ordine superiore (i23) 
Per conseguenza 

\ 3°' im—i 2 k 



C im in»—, 1 /i 



il 
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Sedasi =M la funzione affetta da K 9 *=N 
a affetta da h 9 onde t 

P, =P, +M , Q, = Q. 4- MA +N 7 : 

insffituiscansi l\eq/ 
• M f-NA=*i , MA+Np=-t 

dove i , ? sono infinitesime ; si prenda il segno 
— se P,'>o eQ,>o; viceversa se P, <o e Q, <co; 

e . i se P, <o e Q, >o e vicev. Il valore 
che si ritrae per k ed h è tale che ne risalta 

P, <P,.Q. <: 4» e le differenze p .- p «>Q«-Q» 

$ono infinitesime, 

S' immagini adesso la respettiva sostituzione 
di > iu P.,Q.: S'indi-* 

chi per M-,N, la respettiva somma determi- 
ni indipendenti da A, ed /r, , che provengono 
dalla variazione delle funzioni 

, h 
M 7 -N* , MA-j-N j- ; 

■ 

per M. , N. la respettiva somma de' termini , 
che nelle varazioni di MA ,NA, trova nsi affet- 
ti da A, ,h.,e scrivendo \ F r A . 51 avr411 ' 
no dite eq,' della forma 

Q, -Q, +N, -+-M, k, +N, * . 



• 



Digitized by 



193 

ÌM.+M. £-N,A, = ±* | 
\ ... II 

quindi si deduca il valore di h, ,h,,e risulterà. 
P,-P S -P,-P,,Q.-Q 5 -Q.-Q.. 

Concepiscasi protratta all'infinito la prec, 
serie di successive trasformazioni, e siccome 
qualunque ipot. è indifferente , suppongasi 
P, <Q, , che P, , Q, sieno insieme n. 1 positivi, 
e si vedrà che inoltrando quant' occorre h 
serie 

P. =P, -/,P S =P -*=P -2/,P 4 =P s ^P -2/=P r 3/ 3 ec. 

deesi giungere ad un punto in cui sia P„ = o. 

Per avere anche Q„ =0 altro non si richie-* 
de che determinare 1 mediante la proporzione 
P, : Q, : : * : / s poiché in questa guisa i conse- 
cutivi decrementi delle quantità P,,Q,, risul- 
tano ad esse proporzionali , ed all'infinito debf 
bon produrre la simultanea loro evanescenza. 

Quando la proposta non ha risolventi im- 
maginarie, se P t z>o trovasi h<o , i termini delia 
serie Q, , Q a ec. sono negativi decrescenti , ed all' 
infinito hanno per limite lo zero. Sia peres.° 
x + 1 5=o. 

L'eq.* ausiliari essendo 

ycos.2<p— 8*cos.?+\5~o , à* sen.zp— 8*sen.<p=o, 

se si fa a 2 e <p=2° (sessag,) ottiensi 
Tom. III. n 
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P, =^4^o.y.4-° — i6co$.a.* 3/>oooo32 , 

Q, ^4^.4.° — 1 6 sen.z.° ; =^-0,27^3536: 

Siccome P„ dev' esser positivo e <P, , Q, ne- 
gativo e<cQ,, fa d' uopo assumere k>o> h<o. 

Sia 0,6 ;*=—!.• ^ 
Eseguita l'operazione si trova 

P.=^>, ^Xo, 9993908— 2oXo.^998477+-i5=i, '4 9 238 , 
, 25 X o , o348995—3o \ 0,01 74524 =—0 ,1 30926. 

Supponendo k~ o , 75 ed 1.° 60' risulta 
p s =0 , 66207 1 , Q 5 =—0 ,0582282 

e così in seg, sino a tanto che giungasi alle 
ipotesi À=i , A=— 2. 0 che soddisfanno ad am- 
bedue l' eq. 1 ausiliari (*), 

Relativamente all' eq. X necessariamente si 
verifica ch'eli* abbia o non abbia una risol- 
vente reale : ma fieli* una e nell' altra ipot. può 
ad essa soddisfarsi mediante la formola 
ì(cos.9+sen.V>/—\). Dunque 
Teor* 1 .° Qualsivoglia er/. X ha una risolvente. 
Nello sviluppamento di (a-b\/-i) n , dove 
a—lcos.p , b — hseti^p, i termini affetti dalle po- 
terà» dispari di b sono negativi ; perciò la tra^ 
«formata che si ottiene sostituendo in X , a- bV-i 
per x s è della forma P-Q/— 1=0, e resta 
soddisfatta da' valori di a e b che danno P~o 
e Q~o. Dunque 

m Per redere che l'eq.i I , quantunque destinate alla investigazione del 
teor. non alla soluzione dell' eq. { , danno h <o pongasi * - o , 000001 ; 
mediante il rapporto Q,: Pi dedicasi prosù inamente »So , 00001 »e 
siccome le cit. rq. 1 ' divengono 

o,ooo3 1 5 !*À_4 ,004870^5 -0,0000 1 , 

8,0037408^40,0001576/»^ —CvOOOCOI , 

^minando k &i ritiae /i3 ^o^f . 
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Teor. 2.° a+bV— i non può essere una ri- 
solvente della proposta senza che tale sia 
a—òV—i. 

§. 488. Se x—* x in X si ha 

p£<*~—r) ...+^(^ t )4-^(i~i); quindi 

« +Pi ...i-/? m 

x-* x x—» % x—» t x-ott 

Ma ciascun termine del 2. 0 membro equiva- 
le ad una funzione intiera (49): dunque 

Teor. 3.° Ogni eq. è divisibile per x ± m t se 

il a x è una sua risolvente. (*) 

§. 489. Per assicurarci §e la X possa mai 
esser divisibile per x ± /x , qualora /x non sia 
una sua risolvente, giova considerare i suc- 
cessivi quozienti parziali, provenienti dalla di* 
visione d' X per x— * x 

l primi quozienti sono 



^•{*n+P*)^><<+PA+P& • 

e possiamo supporre inoltrata V operazione si- 
no all' // «i«o ( essendo n i un n. Q determinato , 
onde si abbia 

(*) È convincente, non persuasivo, il seg. artifizio: 
™ Ji 

Sia =^4. do^e il è un residuo senza rf, altrimenti U 

divisione potrebbe proseguirsi. La moltiplicazione per J?— 3, dà 
X.=X, - K , e *e si suppone risulu X-O, 

X—& O , qiìi.di Rjjo e però ec 
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Il i.° termine del dividendo che ha dato il 
quoziente (1) essendo necessariamente 

. '(*;-' + />.".""*. > • +p..-,*^p,->"-''*'' • • • 00 . 

ed alla differenza (2)-(i)(jc— «,) , ossia 

dovendosi aggiungere il termine pm^f 1 della 
proposta, è chiaro che il i.° termine del nuo- 
vo dividendo comparisce sotto la forma 

• * • 

Ma questo diviso per x somministra. 

W4-*»r..4-/0^*° (3) 

dunque il quoziente (/i-H)*"""' va sottoposto 
" alla legge che caratterizza l'w,. es "*°. 

Fatto n+i=/» nella formola (3; si ha U 
quoziente m.**» 0 ossia 1' ultimo espresso per 

•r -w.*r +/\«r' • • .-fr~A-b>--> •«••(♦) 

e siccome il dividendo corrispondente è 

non resta che moltiplicare il polinomio (4) 
per , e togliere il prodotto dalla prec. 

funzione onde avere per ultimo residuo 
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cioè uha funzione identicamente =o in forza 
della X se x= «, (il che combina con la dimo- 
strazione del §. antec») ; ed avere una funzio- 
ne che non isvanisce e non è divisibile per 
x— *, se *, non soddisfa ad X : • dunque 
Teor* 4*° Niuna eq. X e divisibile per x + * t 

se *, non è una sua risolvente. 

X 

§. 490 Sia — — =X t , e poiché X, debbe 
avere una risolvente ». , si può supporre , 
~=X t . Così X,=o ha una risolvente * a e 



da =X 5 , ec. ec. sino adXjn., funzione aU 

gebrica di i.° grado in x. Dunque 

X^*-*, )X, Xjphi. )x, <a™/X*-*. X*hÌ )x s 

=(x— a t )(x—a. )(*—«« ) » e F rcìò 



Teor. 5.° Qualsivoglia eq. del grado m* imo 
ammette un n° m di risolventi. 

§. 491. Se due risolventi sono immaginàrie 
fe X è divisibile ( 487 sul fine ) ■ ' 7 

per (a^V-iX^+*V-i)===<*- tf ) , +*% * 
funzione positiva il cui minimo valore è b* (*) 



(*) Sia x t il n.° che rende un minimo il i.° membro 'd'eli* eq! x*+px\q~ o, 
dove <j> ^^p». Deriva dalla natura del minimo che sostituendo ar,+; h 
per x t , dove h sia piccolissima , debba risultare 

ma ciò si verifica soltanto se ax^pa o: dunque x t zl~ i J ì p è il valo- 
re d\x che produce -il minimo, e questi equivale a 

• 

.("VtfOS/'X— '/«p-lo ossia g_('/y>)* , n.° contenuto col segno contra- 
rio sotto il radicale della nota formo la 

*=-7*±7' / (74P*-<z) (89). 
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Vale lo stesso ci ogo* altra cop; ià di risol-» 
venti immaginarie , e perciò il -prodotto di tut- 
ti i fattori immaginari può rappresentarsi con 
una funzione d'or , costantemente positiva, 
che diremo V. 

§. 492. Ogni eq. può ridursi ( 490 e 9 1 ) alla 
forma 

(*-*, )...(** -2<«t + «* )(x % -*cx±c' +d? ) ec.=o 

e due fattori semplici reali' ne producono uno 
reale di 2. 0 grado : dunque . > 

Teor. 6.° Qualsivoglia eq. del grado m(j=2rt) 
equivale al prodotto di n fattori reali di 2 * 
grado. Sopravanza un fattore semplice reale 
se m=^2/H~i. 

§. 493. Posta la X sotto la forma 

)(*-*.)-• C*"* • ) V==Q 
sia *, <*. i *. <* s ec. Facendo x~k (>* 0 ) 
ciascun fattore semplice diviene un n.° positi- 
vo: supponendo A(<* n e >« n -i) si rende 
negativo l'ultimo degli anzidetti fattori. Dun- 
que il valore numerico, equivalente all' aggre- 
gato de' termini -, è positivo Dèlia i. a ipot., ne- 
gativo nella 2. a .Succede lo stesso se tra Aed h 
comprendasi un n.° dispari di risolventi reali. 

L'anzidetta variazione di segno essendo d'alr 
tronde incompatibile con la natura di un' eq. 
le cui risolventi sieno tutte immaginarie (49 1) 
ne segue 

Teor. 7. 0 Che urieq.,la quale mediante la suc- 
cessiva sostituzione di due nJ reali h,k , per 

\ 
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«, riducasi ad un n*° di segno diverso , ha 
per lo meno una risolvente reale fra li e la . 

* §. 494 Le dimostrazioni con cui altri ha 
tentato di stabilire il teor. prec. si riducono , 
per quanto ci sembra , alle tre seguenti : 

I Sia s t , s t , s % , . . . s a , la respettiva somma 
de' termini , corrispondente ad x—h , h~\-i , 
A-}-2 h . Siccome il passaggio da h a k si 
suppone sottoposto ad una non interrotta grar- 
duazione , consimile dev' esser (juello dà s t ad 
s n , tale cioè che non giungasi ad s n senza 
percorrere tutti i valori intermedj ad s t , s n . 
Dunque ognuno de* n/ s 9 , Sy.^ . . . s H -i , corri- 
sponde ad un reale valore d' intermedio ad 
h,k\ quindi se ,r k <o ed s* >o , uno de! «.* 
s> ,s s ,.. .j B .,, dev , e$sere — p e però ec. 

Rispondiamo, die la non interrotta gradjua- 
zione de' n. 1 s t , , j s , . . s & , è un' ipot. gra- 
tuita, che si smentisce con un facile sperimen- 
to. Per es.° in x 5 -i2ur*+4io>42— o fci nà . 

.T=3 , S = — 2 ; X"\ , S % =-6 ; 07=5 , J y =>.ll2 ; 

II Affinchè il valore numerico deuVfunzfaòi 

)(*-. M**. ) , XKUifi! ) ; 

sia di segno diverso, bisogna che diverso sia il 
segno di due fattori corrispondenti , per es.° 
di h-a„ k-a. , ed in tal caso * a ,cade fra S.ek. 
Qui si prende di mira la propoai«i**u<* rsci- 

5roca,e gratuitamente si suppone discrepanza 
i segno in due fattori corrispondenti. 
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IH Sia P la somma de' termini positivi , N 
quella de' negativi , e la proposta P— N— o [*]. 
Se x—h (<A) da P<N , ed x=k dà P>N , 
facendo crescere £ per tutti i gradi insensibili 
da h sino a k, le quantità P ,N debbon cre- 
scere per gradi insensibili , ma più forti re- 
lativamente a P, die dall' essere <:N è gra- 
dualmente divenuto >N. Dunque necessaria^ 
mente vi è fra i valori h , k un punto dove 
P=N. Vale lo stesse* se *^=h dia P>N e daL 
x=k risulti P<cN. 

Qualora uno de' n. J h\]k sia fregati vo, o se 
tali sieno entrambi , si scelgi* il minimo n.° / 
tale , che A-)-/, A+Z righino positivi ; si trasfor- 
mi la proposta con sostituire y— Z pero:: in. 1 
A-j-Z , A+Z produrranno variazione di segno 
nelle rispettive somme de' termini , spettanti 
air anzidetta trasformata in y : esisterà per- 
tanto qualche reale valor d'jp fra gli anzidet- 
ti n. 1 , e perciò qualche reale valor d'x fra 
h e k. vr< 

Per rendere adequata la prec< argomentazio- 
ne era necessario provare,, i.°chele variazioni 
di N , P si fanno per gradì s non già insensi- 
bili j ma bensì minori d' ogni quantità asse- 
gnabile e soggetti alla legge di continuità : 2. 0 
che le successive variazioni di N ,P escludano 
qualunque irregolarità, ovvero, che ad onta 

(*) Se i *egni fossero tatti positivi la proposta non avrebbe risolvente 
reale positiva , perchè un aggregato di quantità positive è > o } non 
l'avrebbe negativa , se sostituendo —x per x i segni risultassero tutti 
negativi: in tal caso la sostitusione di h , k per x non produrrebbe 
vaiiasùone di segno e ciò contraddice all'ipotesi. 
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Ài questa essé non lasciano di conciliare alla 
richiesta identità: 

Senza impegnarci nella ricerca (per noi su- 
perflua) de' ripièghi con cui l' adnotta argo- 
mentazione potrebbe rettificarsi , ci limitiamo 
a notare due verità di fatto , cioè : che ad ogn* 
insensibile variazione d' x corrisponde o può 
corrisponderé una sensibilissima variazione di 
P , N : eh' essa è anche talvolta molto irre- 
golare. 

Sia V=Ax' it -\-ax rn >'\+n ,% m » ec. e dicasi P, il 
valore di P corrispondente ad x=A , P 4 ciò che 
P, diviene quando si sostituisce A-H per A, 

dove, t si suppone piccolissima. Risulta 

il.- -. 

P, ~P, ^(mah^+mfi/i» 1 ' ^m, a Ji m >r< ec.)J+ec. 

• * ■ 

Mentre h cresce di ^ . P, subisce un aumento 

- I ' 

-. ' « < I • 4 , , l 

= (mah^-^rn ah™'* ec.) i+ec» 

e siccome a % a é ec. m , m j ec. posson' esaere n. 1 
molto grandi y apparisce che le variazioni di 
P, , e lo stesso dicasi di N t , equivalgono ad 
un qualsivoglia moltiplice di 3; e però ec. 

Dalla semplicissima eq. x*-i2,r +41 #-42=0, 
facendo x— 4 ; —4 , à 1 ; =4 > ooooò 1 ; respetti- 
Vamente si deduce , 

Pi=2a8 , P±=2iHfk)\ 201 , P*=2i8 , oooo48ooooi200òoo.— 

Abbiamo altresì 

4=4) P*=m8 , ^1=234 ; P.—P,= 102 ; A T —A.=:»o8 
x=5) P,=33o, JV,=34?. / P 3 — P«=i32 ; iV« -i3* 
Ps={62 , A- 3 =4 7 4 ; P 4 — P 5 =i68 iV 4 — iV»=i56 
-r=7) P 4 =63o , 2V4-63ojPi— P*=*io ; A r 5 — /\ r 4 =i8e 
.r=8) P 5 =84o, A 5 -8io ; 
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I primi risulta njpnti provano che ad una 
insensibile variazione d' x corrisponde una 
sensibile variazione <Ji P e di N , quan tun- 
que l'eq. proposta cospiri assai poco all'incre- 
mento ai tali funzioni. Apparisce dai risulta- 
nienti esposti in 2. 0 luogo che per un certo 
tratto la funzione P cresce meno di N , e che 
in seguito acquista una sempre maggiore ra- 
pidità. 

4g5. Dal teor. (7.*§493) derivasi i.° che ogni 
eq. di grado dispari x^+'^-ec* ==o.-Aa per lo 
meno una risolvente reale , poiché x= 00 , x~- qq 
danno mutazione di segno nella somrna de' 
termini : 2. 0 ' che ogni eq. di grado pari 
x %m -f-ec.-~p m z=o ne ha per lo meno due. Infat- 
ti, la sostituzione di zero per x riduce la som- 
ma a la riduce ad oo*™ la, sostituzione 
di ±00: nel i.° caso evvi almeno una risolvente 
reale fra o , « ; nel 2. 0 fra o , — 

Dal prec. corollario i.°si dediic^ che il n. a 
delle risolventi reali è pari q dispari come il 
grado dell' eq. La ragione si è che nell' ipot» 
contraria il quoziente della proposta pel pro- 
dotto de? supposti fattori reali costituisce un' 
eq. di grado dispari, che ha tuttavia qualche 
risolvente reale. • 

§. 496. Effettuando le moltiplicazioni in 

si scuopre che p t equivale alla somma (kHe 
risolventi prese col segno contrario , p % alla 
somma de* prodotti binar} , p s de'ternarj col 
segno contrario., ec. e p m è =— *, *. <r $ . .. « m . 
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• I h 

1 Coefficienti di un' eq. algebrica sono dun- 
que funzioni simmetriche delle risolventi j ta/t 
c/oè «o/i cangiano di vaiai* per qualunque 
permutazione degli elementi onde sono coni- 

L' eq. 1 Pi —* t +*, ..4»,*; P.— «, a» + *, *, i», «, ec. 

pm--*i *s «ife , il cui n.* è^m> dimostrano 
i.°che i coefficienti determ inanó il valore del-* 
le risolventi e vice v. a. 0 che la maina ti za di 
fcm termine esige diversità di segno «elle ri- 
solventi : 3.° Cile ogni risolvente t4ividé 1* ulti- 
mo termine e perciò 

4. 0 Che qualora in p* su(teessivajnetite si fec- 
cia ^o" ciascuna risolvente * t dicendo 
*» * T . 5 T i .... r m i respettivi risultamenti , si ha 

Di fatto , ciascun termine Aip+ arsiste men- 
tre si fa=o ciascuna delle m—ri risolventi da 
cui non è affetto: esso vien dunque* ripetuto 
m—n volte. 

L*eq, che si ottiene moltiplicando ciascun 
termine di una qualunque data eq« X pel re- 
spettivo espediente dell* incognita , cioè 

mx m t +(/ìfrt)px^++{mr2)p± x: in > z . x^p^^OuXf 

dicesi eq* derivata d' X , e ce ne . occuperemo 
a suo luogo* 
$. 49?- Teor. 8. 6 Un' eq. di una delle forme 
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( i ) x"+px" _ '-|7?'a: o, -^*x"~ 5 .... 1 ^ ,, -X4j» ,tt =0 

è priva dì risolventi ideali. Dim. ne La 1 . a ràp- 4 
presenta un aggregato di quantità positive, 
qualunque valore reale ±r" « diasi ad % : ma 
un aggregato di tal natura è necessariamente 
>o t dunque ì eq* di cui si tratta è assurda : 
tal è per conseguenza il probi, a cui si rife- 
risce , e perciò non esiste alcuna reale solu- 
zione del medesimo. Qualunque coefficiente p n , 
spettante al termine (n-f-i) e5im# , è nell'eq fi ) 
— (*, -j-tf. . . . -{-a m )* 9 cioè maggiore della fun- 
zione che si ottiene combinando le risolventi 
n alla volta: dunque ciascun coefficiente e quin- 
di anche V eq. stessa , contraddice ali essenzia- 
le sua costituzione j e però ec. Vale lo stesso 
relativamente ad 

in cui 1* eq. ( ì ) si trasforma sostituendo 
px per tf. • 
' §. 498. Tedr. Niuna frazione Jtnita risolve un' 

• h 

eq. i cui coefficienti sieno intieri. Dim. ue Sia x= 
e moltiplicando per i mt si avrà 

(a)..,. ^ +p i &^ t +p % k™i...+pji m ^+pj m - 1 ^ 

Affinchè k sia, come si suppone , primo ad *",- 
ciascuno de? n. 1 primi componenti k dev' essere 



Digitized by 



?o5 

diverso da ciascuno de il* primi componenti 
i. Si sa d' altronde che le moltiplicazioni k.k\ 
k.k .k , ec. non producono alcun nuovo n.° 
primo, ma bensì n.' composti. Dunque k. m non 
contiene alcune de* n* primi componenti i ed 

è — un n.° frazionario mentre gli altri' ter- 

i 

mini sono tutti intieri. Ora l'equivalenza di 
due n. 1 y uno intiero \ altro frazionario , è 
assurda : dunque è tale P eq. (a) e quindi an- 

che T ipot. x== .--che ad essa ci ha condotti, 

§. 499. Probi. Si dimanda a*+** .4** (=s n ). So- 
luz. Il coefficiente del termine (/i+i). esijno ne* 
respettivi quozienti 

X X X X è(§48. 9 §496n.V) 



, — * y •••• 



j>*, x-<t % x-a s x-u m 

» 

p. +/>_.<*, +P*-,*, • • • 4** c=r , > 



somma delle colonne dà 

cioè J n +p A-, W« • • • -H 3 - Atf^^-^ •■•(*) 

Fiacciasi 71=1 ,2,3, ec. e supponendo ne* 
gativi i termini di rango pari si avrà 
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t 5 ^-5/>XH~¥>»+ fy,p\-ìp,Pc>PJ>* J r > Pt i 
ec. 

Se la proposta è priva del 2. 0 termine, e ve- 
dremo elle ciò sempre può conseguirsi , feprec. 
furinole divengono; 

, St^P* i s<r=~¥f]- *Pl) ; 

s r*&(PfPj>*) ; ; ec. 

Conoscendo ^.j,, ec. 1' eq* (c) danno 
ec, e questo regresso è talvolta necessario. 

La serie dell' eq.» (c) si può proseguire fin- 
ché sia n— m, perchè i coefficienti dati sono 

Avendosi ^ 4 -% A -i qap*+49 ^-3o=o , eq, con- 
tempista d^t JSewton nelP Arith. Univ. , e le 
cui risolventi popò 1 ,2 ,3,-5, si trova 

*r=* , > ^^89, ^-723 , ^=^2849; ec - 

* § t 499. Per coippiere l'indagine intrapre- 
sa nel prec. fa d'uopo soddisfare a tre que- 
siti e sopo ; I Estendere la formola (b) da ni 
$ino ad v qwlunque : il Tw> v ^re l'espres- 
sione di ^«:1U Rappresentare ^ con una for* 
pigia HftHta do? soli coefficienti. 



/ 
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Fatta la moltiplicazione della proposta per 
x°\ dove in=o<zrn J si applichi alla trasfor- 
mata il metodo di cui sopra, e si avrk s m ± A t 
espresso per ,ec. sino ad s m y . Così giun- 

tesi ad s xm : moltiplicando la proposta per x bt " 
dove m / = o<2m si ottiene ^+,,1^, ec. si- 
no ad s'^; fcc. 

Per soddisfare al 2. 0 quesito si moltiplichi 
la piroposta per x~ m, 9 si effettui la» 'successiva 
«ostitfrzioile di ec/per x, indi la som- 

ma ^de* termini omologi di tutti i risultamene 
ti , e si ritrarrà 

eq. che facendo m,—i ,2,3 ec, dà s„ x , ec. 

. Si ripete la stessa operazione per ottone- 
re s ata j ec. 

Pel 3.° quesito si ponga x = J, -onde 

w./- 4p-y"*= (i -y )•- -y) 

e perchè (496) 1 > si a vrà 

e log.^i-^y ec.)=log(i-*^) +log. (i-* 4 /).,.. ec, 
Si faccia il 2. 0 membro «r^j-^^y* ec. e sic- 
come dev' essere ( 1 33 ) 

.ee. ; a = Va « + «! ec.) ; <*s= V» ec.).... 
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a n = »— («J-f-»*ec.)> e però na a —s B , basta tron 

n 

vare il coefficiente di y n nella espressione di 
log(i— ec). A tal effetto deducasi 

log( i -p,y ec.)= log( « -p,r)+ log( i /f_^ y ec.)=-= 

Si osservi che 

— = i +p<y+p'y J rp,r- • >+pir 

1 + w-WS+tàr- ••+(«+• )p"r 

oc» ec^ 
e si vedrà che facendo . 

faf -P#* ec.)^*,7 4 +^r 5 +ec, 

CU. .. tTv>. 



« li 



* S 




-in è 

■— />..r 



=r,pr~p*pr-x±p* > 



* * mi - * L 



' J8Q 9 

V 

•.42c R _ 5 ] ec, onde # 

" i • . •«. . * - . . • * " 

IjC. tv. 

* 5oo. Indicando col simbolo s^ nt la som- 
ma de' prodotti provenienti dalla moltiplica- 
zione della potenza n. esima di ciascuna risolven- 
te «, , a % ec. per la sommai delle potenze u^ m9 
di tutte le altre, si ha 

• +«r(«? , +«r'-.+»:')+«r(«r , +*"'-*-0 ec, (— 

Cioè ^n^^Sn k S„ t ^w-Hf, . 

Se /i^n i termini sono eguali a due pet 
due e si ha • . 



♦ 

« 

yw. ni. 
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Con xrn metodo consimile si ottengono le 
seg. forinole : 

che. diviene * (^m-Wh — ««) 

se rt==n t —n 3 nel qual caso i termini della for- 
inola antec. sono eguali a sei per sei ; 



capitolo n. 



Indole ed 'usi delle trasformazioni a cui 
un' eq. algebrica .affetta da una sola 
incognita , può sottoporsi. 

§. 5oi.TJn' eq. come sopra, se qualche suo coef- 
fctente sia frazionario o irrazionale, deesi mo- 
dificare in guisa, che senz'alterarne le risol- 
venti riducasi a forma intiera e razionale. Ef- 
fettuate queste trasformatomi che diremo di 

(T) Queste forinole con tutte le operazioni analoghe furono da noi espo 
^ .tein una Mem.* inserita nel T. XII. della Soc Ito . in- 
sultarsi le Opere di Waring intitolate : Misceli. Anal. a We4»tat. Al- 
jebr. Probi. 3.» 
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I.» classe , è sovente necessario agli usi anali- 
tici cangiare la ridotta in un'altra, le cui ri- 
solventi abbiano a quelle della prec. un deter- 
minato rapporto. Noi comprendiamo la teori- 
ca relativa a questa a." classe 3 ne'seg. probi. 
Trasformare una data eq. X in un' altra , le 
cui risolventi equivalgano i.° ad jirf; 2. 0 a 

h% : 3.° ad L : 4. 0 alle differenze tra' valori A'x: 

5.° alle somme binarie de' predetti valori : 6.° 
ad x n i 7.°ad una data funzione delle risolven- 
ti della proposta (*). v ' 
§. 5o2. Probi. 1 .* Hpot. .r==y+rf cangia la proposta 



pjr»+mpd \j-*-<+ £(m-Opd* 

+ pA + (iB'Optd 
+ P* 



jfcfl fig? »«P 

+v<**-iX*-*>-* 

+ P* 



1 • i . ó . . . n 

1 .2.3... 
(m-qXm-3)...[m-(q-i)]^. J a - 



• • • . 



+ 
+ 



1.2.3.. .(/1-2) 
• . . • 

[*»•(»- 0]/>»-»<* 



' 1.2.3. ? ' 

1 . 2 . 3 • • • 1» ' 
>X«-3?-.(m-> t ) ri d „ 

1 .a .3 . . . («-0 



• • • . . 



+ 
+ 



C*) £ laborioso «meno interessante il probi, contemplato da Waring % 
per cui le risolventi dell a trasformata debbon' e*»erc i prodotti bina- 
li 1 ternarj , ne. di quelle della proposta. 
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+'/■ m(m-i ) p d 
-f '/.(m iXm a> . e*"- 8 
4 '/«(//j 3)/>« • d M ~ 4 



+ 

+ 



3 pm*- d 



ni—» 



m 



* ' 



• . . 



Questa trasformata la indichiamo per 

« 

ed osserviamo i.°che tutte le sue risolventi 
reali sono negative se <i supera la massima 
risolvente reale positiva rlelm X M ( 490 ); che 
tutte le ha positive se si fa x-\-d- y e si as- 
sume d maggiore della massima negativa 
d' X„ : 2. 0 che 1' ultimo termine equivale alla 
prouosta ove ; si ponga d per x : 3.° che il 
coefficiente d'j m ~~ n è la funzione derivata ( 496 ) 
di quello di y m ^ a * 1 ^ divisa per m— n ; laonde 
il coefficiente d'y è la derivata di quello dy # , 
cioè di pd m -\-p t d u> ~\.. w ^rp m , ossia , della propo- 
sta nelP ipot. d' x—d ; il coefficiente d'y' .è la 
derivata del coefficiente d' ? . divisa per 2, 
cioè la semi-derivata 2 * dell^ proposta nell 
inot. à'x=-d; il coefficiente c|' y* è la derivata 
ni auello d'^*,. divisa per 3, cioè la derivata 
2.» nel coefficiente &j , divisa per 2,3.... il 
coeff. d' y ,u ~ a è la derivata di quello d' y m ~ s di- 
visa per m—2 ; il coeff. d' j n "~' è la derivata di 
quello d' y m ~* divisa per m— 1 ; e finalmente il 



» ■ 
< 
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2:3 

coefficiente d' jr™ coincide . con la derivata di 
quello di y— ' divisa per m. 

f ; i 

§. 5o3 Indicando per 

D„ l' eq. pdr+p t d~. ec.-f-/>„-o , . . . ' . f 
per D ' la sua derivata perD;'. la derivata; 
i. 1 . di D„, a.» di D„, ec. risulta ' 

• • ' ■ «1 

7-=D„ , 7_,=D'„ 7 _=.,J>: . 7„_ 3 = 1 DI', . . . . 

a. 3 

». .... 
• * ■>» 



. . ; - J 



q. = 1 p f -— > 

1.2,3. .(/*l) 

e perciò , dicendo / un n.° intiero </// s e 
rovesciando I» ordine de' termini , ]a Y m può 
mettersi sotto la^prma 




* 



Sostituendo o, ì % 2 ec. per m in pct+p^' ce. 
e in D m , si ha 



(*). politi che questa si cangia in 



V 



se «i & /{s ' e rfffx. 
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• r . ... 

B,=pd+Ps*=dD,-{-p 9 : 

B^pcf+prf+p-dD.+Pt 

Vt^pJ+p^+p^p^dD.+Pt , 

B A =pd*-j-p t d'+p,d'-{-p t d^p l ==dI> l -\-p i 
• ••••• • 

D m =pd m ± pjd'—'+p.d'"*.... i p„—dQ m _^ p m ; quindi 

D>=p * 
V\=4pd'i-3p.d'+ 9 p,d+p l =dD',+D t 

» a al • 

• •••»••• * 

Nella stessa guisa 
tv, ^ 

v.^'=v.(2.3^+i.v.)=W+r.='/' <a) "+i ) *., . 

■/.I);' =v.f3-4p<f ±2.3p.d±2p t ]=6pd*+5p,d+p =v^d;+d', , 

LDr= 1 d D;"-h V.D;' , 1 LdD'^ V.D;, etc. 

a.3 ♦ a. » a.3 . a-3 

* . 

In generale D^^fl>«LìM-nD^! • 

Con questi principj si costruisce il seg. pro- 
spetto: 

■ 



•••I 



2l5 

p , D. , D. , D, , D 4 . . D__ , D,....(i) 

p ,^%*i^:...*d^ > v.d:..43) 
/»' .-hi>:--( 5 ) 



r 

m » » • • • 

- 



dove il termine nf*** di una linea orizzonta- 
le (essendo n>i) equivale all'antec. moltipli- 
cato per d 3 più quello che gli sovrasta nella 
linea superiore. In ogni caso basta costruire 
il prospetto analogo per avere con facilità e 

prontezza 
* 

cioè la trasformata X. . 

Diciamo derivativa V operazione per cyi pt- 
tiensi il prospetto (D) . . 

Quando d=i esso prende una forma «più 
semplice , il cui termine generale dipende da 
quello de' \\> figurati (§. i&3 e T. 3* «*1 fine) 
ed è 

« 
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f P > P* > > P* > > Pi Pm 

« .. .... . . i . ^. . , <, 



< • 



t . * • » » » 



■ • 

• ì.a < i.a.3...(m-ij 

* Il termine generale dell'ultima linea è la 
formola esprimente la somma m. e ' ima degli n 
jjrimi termini della serie p >, p t , . . . . p a _ t , ed 




pubblicazione dell'insigne Meni/ del Cav. r Ruf+ 
fini sulla determinaz. ne delle risolv. dell' eq.' nu- 
mer.di qual. gr.(Mem/ premiata dalla -Soc.Ital.) 
il D. r Budan propose ai Geometri col suo 
Nouv. Méth. pour la résolut. des. éq. numér. 
ec. Paris x 807 , ove (§. 20) sulla parola si 
stabiliscono come nuovi i seg. teoremi. 

I. La somma m. e,ima degli n primi termini 
componenti la serie p ,p t ,p /?._, è 

= m(m+i)...(/ W -j-n-2) ' , . . 

,. a .3...(,»_o ' P ' ' •T /n ^.--^/ , — 

I 

II. La trasformata Y m ( 5o2 ) facendovi 
«f=i , ha per coefficienti successivi, comin- 
ciando dall'ultimo termine , la somma prima 
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/ 

di tutti (fucili della pfofcodtil, cioè : PW § tf*ié„tf>y % 
la somma 2.* di. essi , eccettuato 1' ultimo ossia 

somma 3/ prescindendo daglj ultimi due , ec. . 
teoremi d' altronde adequatamente espressi e 
dimostrati dai respettivi sistemi (D) , (a). (*) 
Abbiasi pei* es.° l'eq* x^fc^^xM^fc-Ho^Oje 
vogliasi la trasformata nell' ipot. che 
debba essere *— d=x—2. Effettuate le sostitu- 
zioni nel sistema (D) si ha 

) ,-4 ,-i2 , q 

1 , 2 , O ,-12, -l5 ,-20 

i * - • \ . • 

• • ■ * k 

1 

i,4,8,4,-? 
i ,6 , 20 , 44 
i , 8 . 36 

- 

« 1 , IO 



2 11,0,-4 , q , IO , 



: 1 

e perciò y*-{-ioy 4 -f-36jr , -f-44y* — — 20—0. 

L' applicazione del sistema (A) è meno spe- 
dita perchè richiede le seg. operazióni: 

.»+o— 4— 12-hH-io 
1+1— 3—15—6+ 4 

.* i-(-2— 1 — 16— 22 \ 

1+3+2— » 4 , . 

- . 1+4+6 "■■ i . 

1 

» r 

(*) U mttodo di Badali mtà da, a«i duomo n«l T. IV. 



Qigitized by Google 



SI* 

i *trasf/ j;4-5r/+%,- , 4y/- 22 y/+4=o : 

... ,4-5-1:6-14-22+4 , 

1+8+274-44 
1+10 ( 

a.* trasf. a y'+io/rh36/+44y -77-20^=0. 

La prolissità diviene successivamente più in- 
comoda a misura che d aumentasi: e si 
rende necessario qualche compendioso artifizio. 

§. 5o4 Per soddisfare all'ipot. d~~ si assume la 

serie direttrice p , p k f* />. f*\ . , • pj? e P? sto . A 
per d , reattivamente si moltiplicano 1 n. 1 

Di fatti , sostituendo ~per d in. Y. risulta 

1 

* 
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ec. ec; 



Trattandoci di sostituiré rf+~i« luogo d'jr, 

e volendo la trasformata sotto forma intiera, 
basta moltiplicare i successivi termini della Y„ 
per i>^jf* ,,,, f*» 

Se vuoici per es,* j^y+2Ìnax*-ftxN-Sx-f6=ao 
si deduce sulle prime 

cioè iiy -jrfor^ify^Z^o ; indi si cangia f in 
iscrivendo 



IO 



*J 4-4ojf*— i4oqy— 23ooqsco, 
Per ottenere il valor di y m , cioè l'aggregato 



determini corrispondente ad x\= — , giova 
decomporre V operazione nella maniera seg. 

« 

e si ha speditamente y m = — m . 

%0l proposta essendo per es • 
# 2x +3x 4 — ftr'+Bx— 12=9 e a=2 , 3, . 

si ha r,=2.a+3.3~l3; j\=i 3.2-f-o.9^2g, 

/>=a6.2— 6.?7=-Tio; /y=-i 10.2^-5,81^85, 

r t =i 85.2-1 3.243=-278 9 e yi =-^ 8 i . 

>43 
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§, 5o5 Nell'ipot. che le risolventi », , », ec. 
di una data eq. 

♦ 

sieno reali ed «.<«,,*,<«, ec. se si cangia y 
in x e si sostituisce «.,«. ec. per d l'u timo 
termine della Y„ ( 5o2 ) svanisce , ed il pe- 
nultimo, divisa tutta la trasformata per x, 

coincide con X' ( 496 ) dove in luo g 0 j. x 
«iasi respettivàmerite sostituito », , «. ec. ea in 
forza del §. 49» somministra l' eq.* 

m«r , +(w-i>A»"*...^ / w-.=(*.-»,)( < '.-«,) ec. -A. 

m »r >.«."^--^»- == 0.-*.X« -"') '" A - 



Ma ciascuno de' prodotti A,,A a ,A, ec. ha 
segno diverso dal prec. Dunque V aggregato 
de' termini d' X' cangia segno nel passaggio 
dall'una all'altra delle ipotesi , €C - 
perciò : 

Teor. Le risolventi della derivata X' sono 
reali se tali sono quelle della primitiva X e 
vicev. , e le risolventi di questa equivalgono 
ad altrettanti limiti delle risolventi della de- 
rivata. # # 

La X' egualmente si ottiene se ai successi- 
vi moltiplicatori m , w — i , m— 2 ,....5,2,1 
si sostituiscono le respettive quantità 
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» 

l-\-mn , /-{-(m-i)n , / -j-(/w-2)n, .... l-\-nn , /— J—zi , /: 



• : 



poiché la trasformata è della forma 
/ (x m ^,x^'+p>x m - , ...iP„)+nx(mx m -' + (m-i )p.x' i - i ...^>„_^ == o 

■ 

e la i. a parte si dee sopprimere come equi- 
valente ad /. X— o. 

Può anche supporsi o , m=ro J /i=— 1 ed 
in tal caso la progressione moltiplicatrice di- 
viene o, i , 2 . . m . 

5o6. Moltiplicando successivamente per 

o , ì , 2 , 3 tfl 

0,1 , 2 , 3,.,,, m-f 

o , i , 2 , 3j. ...m^2\ un' eq. della forma 

r 

* * j 

• • . . * . 

o , ì , 2 , 3 , . * . . m -/2 



quella della trasformata è 

* 

e mediante la successiva moltiplicazione per 

* 

m—n j m— n-\~i 2 , ì ,o 

m—n—i , m—n— 2 , ...» 2 , 1 ,0 

* ■ 

• .... i 

/n-n— (m-rc-2) , m-7i-(/w-/i-i) , ..... o , cioè 2, 1 ,0, 

st ne deduce + H*—"+ II*"-— =«0 , ossia 
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Hx*4-H ? ~o , eq, che ha le ridiventi immagk 
narie. Dùnque 

Teor. Le 'risolventi di un' eq. ove manchi 
un termine , ed i contigui abbiano lo stesso 
segno, non sono tutte reali^ 

$. 5o7 Se 1' eq. 

px m ^x^\..Tp^ n ^...tf m ^.xfy m zst o+ . . (a) 

dove p f è il massipno fra i coefficienti negati* 
yi , successivamente si trasforma in 

f * w 4 pix"~<k (jpA p*y*r-*\ (p.^i— \ . f^ap— *. . . 4 i) = ol 

e s 1 indica per S la reattiva somma de 1 ter-r 
mini (sejnpre ppsitiyi) che sono affetti da lin 
coeltìciente della forma p r -+p f , chiamando X. 
il i * Cembro dell' eq. (a) , si ha respettiva- 
inente 



^(j,x+p t )x^^p t ^ . „ . . (*)) 
*^<pHfx*+PÒ *"&>r£2- v m , (5) 

• •*••;.... 
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Ma dato ad x un valore d , reale e > i . 
nella quale ipot. giova sostituire ad X„ il sim- 
feel» e * ha 

V.^P , U=D/* \-p k , D.=D,£H-p, • . . . , 

% . V.. 

B^D^d^p., il rapporto ^=o>& produce 
nella forinola (1) 

|rf->^*lL edàD B >o; 

il rapporto pd-\-p x (=D g )=ò>£ r produce nella 
formola (2) 

(pd+p l )d°-'>p r d - e dà D„>o: 

• a — 1 

il rapporto p^^p % d^p^(=J)^==ò> %L pro- 
duce nella (3) . # ! 

(pt?-to> t d*f>.) «r> Pr ^7 é di D ->° ; ec- 

Dunque 

Teor. S<? iuta delle funzioni D #> D, ;D., -D^ 

= ò>"G , il valore <£ dà D^o.e succede lo 

. stesso qualora si abbia D n =o , (dove n<m) e 
P*+!>*.+P*+é>o , . . . -p m >o ; poiché 

ec. ec.sino ad nA-i—m . 
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<$.5o8. Se, P 0 non <: ^ coesista cpi rapporti 

D' n ^o . D>o ; . D n (a - 0 >o il i.° membro del* 
la"Z M -( 5o3 ) sì consèrva positivo , qualunque 
valor reale fra o ed « diasi ad r ; perciò d 
supera ( 4q3 ) la rmassima risolvente reale 
positiva della proposta eq. {a] : ed è chiaro ch« 
tal proprietà compete alle risolventi dell'eqÀ 

CaiTU^ ese n ^ la Dr= cioè 
pd—ip-^p^o, 

pd* ±(p-p)d-(p,+Pr)~a> 

pd'* (p-p)d'+Q>-p,)d-Q>,+P<)=o , 

i • i r i • 

purché la 3.» coesista con 

D', >o ; la 1/ con D>0 , D>o ; ec, * 

Dunque. rf==ovv,>^+i dà D^>o: e se 

p~\ , il che può sempre otteaers* come ve^ 
dremo , si ha 

Teof. Che il massimo coefficiente negativo 
accresciuta dell'unità , supera la massima ri- 
solvente reale positiva. 

§, $09. Noli' ipjt, x—\ le forinole (b) sona 
fjómprese in ; . 
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. 1 
e si ha D iu >o se 

P-Ì-Prt-P* • • • + = r Ò> (772-71+ ì > r . . .(d) 

dove ti non> 7??. ed è chiaro che si ha 
quando all'eq. (d) coesista S f =o. 

Ne punto è necessario 1* ordine progressivo 
P >Pi * p f ec - poiché quando x= ì la fiinkione 

coincide con \ • 

/V* V^ m ">h^ m ~ , ec.^ M - f ec. + ^* w ^ec4^x^ h ec. 

Per adattare il teor. soptfa esposto all' ipot. 

ì 

che sia d<i~_ si dee cangiare'/^ in p , 
in p t ec. Difatto l'eq. (a) diviène 

e siccome risulta V m >o quando 

/> m ov v. p m u+p^ s ovv. pji\ p m ^u\p m ^ ec — ò>-^ 7 

basta supporre ,r=A (n.° positivo <i), il che . 
dà u= ^ , per ritrarre V m >o quando 

p m oyv.Er+p^ , ovv. &■+■ Ej^zi^ p m _£C.=ò> P H , 

h h* h irh 



Toh. III. ' p 
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frazione che si trasforma in ?IÌ sostituendo L 

per h , dove />j. 

§. 5 io Se— pr> prossimo <—/; r , risulta D m >« 
qunfem si» abbia 

yurd&è ni un coefficiènte posteriore a sia 
=—p r s altrimenti S può risultare negativa e 
«pétffrtfe fef pairtó pòsitìva della trasfofrhata. 
Può anche sostituirsi pf* a p r , , essendo — p fjl 
prossimo <c/v , purché — p r , — p r , appartenga- 
ne soltanto ai termini chi costituiscono il r.° 
membro del noto ^apporto , e così in seg. 

J> 5 vi trovato per mezzo de'criterj ( 1>o8) 
un valore d^ir cioè della massima risòlvente' 

reale positiva* dèlia? - V. (5o$ s siccome l-^av 



risulta» perchè, posto d t >i si verifichi- 

no le condizioniamo-, &\>6 , B;'>o ; ec.(§. cit.) 
Si trova per es.° che 7»x in 

perchè D.(-^.)-3 + 2=5 e 5> £/ «*Y ; . 
e siccome d=3 in x 4 — 4^+7^—70:— 6^o dà 4 



D',(=2^r/+w )- 6-4=2 (:>o) si ha come 60- 
^>ra 3> della massima risolv. reale positiva. 
Per verificare se lo stesso avvenga del vaio- 
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^ ^cSòSIr rappoEto AlVe< l' P* 60 - istituisco a 



a-i 

D,(=s=B,rf-}7> l )= 6— 7=— 1 

■ 

e ne raocalgo che» 2: non supera ec. 

Si- sperimenti <&=r 2 in x^-zr^ec. =0 e si 
avrà 

Q 4 =2 , 0+2^2.; quindi 
D' 4 (=4K+ 2 p/t+p 9 )± s 3 0 (> 0 ) 
D;X=i 2^ § +6/7,rf+2 A )=€2(>o), .e però 2>x. 



Per riconoscere l' opportunità di questo prospetto si osservi ch'esso < 
richiede quattro moltiplicazioni ed altrettante addizioni ( o sottrazio- 
ni ) mentre la sostituzione di a per * non esigerebbe meno di dieci 
moltiplicazioni e quattro addizioni*. 
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Cosi per rapporto a 21- 4**-|- jx— 3— o 

1' ipOt. 

dà D, - a.-/, - 4=- < Pl\ = 1 2) 

t — s 

D.= - *h. -/s4- 7= 4% (<i 2) 

D 3 ^ 3 =± (< 1 2) ; 

V 

e perchè D 5 ^>o ,D 5 (- 5/>d"+2p.^-/0~ % , 

D','(— 6pd-\-2p t ) =o si ritrae »ii>x.(*) 
§. 5i2 Per far si che la Y. (5o2)sia pri- 
va di un dato termine si suppone eguale a 
zero ih suo coefficiente, e questa eq. dà i valo- 
ri di d soddisfacenti al quesito. Si toglie per 
es.° il 2. 0 termine facendo mpd ^-p M " o , 

cioè d^-El . 

mp 

Per 1' evanescenza del 3.° termine si ha 
7. m(m -> 1 1 ]p,tf-fp,?==Q : ec. 

Il rango del termine da eliminarsi , dimi- 
nuitodi un' unità, costituisce il grado dell'eq.in<7. 

Se il 1 termine della proposta ha per co- 
efficiente l* unità, e vedremo che può sempre 

rendersi tale . l' evanescenza del 2. 0 termine ri- 

• » 

sulta dall' ipot. x-\-¥l- y, nè riesce difficile 

persuadersi di questo fatto analitico. i 
Sieno (3 f , |3 a ec. i valori d'y corrispondenti 
ai rèspettivi valori a t , a, ec. ci x , onde abhiasi 

(*) Quando i termini dtlla Z., 0e3) sono tutti positivi, i reali valori 
d' y sono negativi e ti ha (5oa) à> x. 
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m m ni 

Sommando si ottiene . ■' ■ \ 

Ma (496) ^~(^.. 4 0^{^^,.4A l ) 
e il coetticiente del 2.° termine della trasfor- 
mata. Dunque ec. 

Osserviamo per incidenza , che siccome si 
eliminano ( 5o6) gli n primi termini di un' 
eq. moltiplicandola n volte di seguito per 
0,1,2, ec. , deesi ottenere lo stesso qualora 
si moltiplichi una sola volta per o, m ofi...{ii voL) 

1.2.3.4...^ ; 2.3.4. ..(nH-i); 3.4.5... (n+2) , ec. 

Per la stessa ragione ove si tratti di elimi- 
nare gli ultimi n termini, in vece di molti- 
plicare n volte una data eq. del grado m per 

m , m- 1 J .. . o ; m- 1 , ra-2 , ... o ; ra-2 , /h-3,... o, ec. 

basta effettuare la moltiplicazione per 

< • * 

* 5 : 5*3 L'artifizio analitico con cui si è 
compendiosailiente ottenuta ( 5o3 ) la genera- 
le soluzione del Probi. ( 5o2 ) singolarmente 
favorisce lo sviluppamene di un metodo con 

cui determinare VN quando m è intiero;>3 , 
ed N un n.° composto di molte cifre ed uua 
esatta potenza m. csil 
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Si è veduto (§. cit.) che profittando della 
serie <l&ettrice 

P >P.f» »/V»'-fU»" in vec e di 
l'operazione derivativa, posto é? per a ,dà 

f m— •» 7 m— i 

( e )(+ 2 /'— tt d W~* . > 

etc. etc. 

Dunque se si suppone 

rn{m-\) m(m-\) 
P— 1 > P*= m > v a « • \ ■ » 

p m ^m 9 p m =t , la serie direttrice diviene 

t ra( ra-i ) » m(rn-\ ) m _* 

i....<i ,mja, — i . f* __i . 7 f* j/Wfi ,,tt 

( a a 

ed i risultamenti (e) si cangiano in 
7._-m[^' + (/«-i)f M ^- , + C^iLX^) . . . • 

etc. etc. 
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Esaurito lo sviluppando di 

i risultamenti prec. scroti con ordine inverso 
sono dunque 

I 

Facciansi adesso nelle formole I , II le seg, 
ipotesi: p 
i.° che sia u=o e si avrà 



(e , 0,0, 0,0,0, 

a. 0 Se f»=i9c? e d=d', 

a ) 

» > 

(«" )••»{> ,m(iorf>),2tó(io«/yf')\ • • • ' 

5,' Se w-ipV-i-^' e <£^" 

(** )....^^(ioy + io<),^^0( IO V+io^)V... 
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(e- ).... fi .mCioW+jo^'X^fc^CiO^+ior/V'O'-.» 
4.» Sia ^=lo s d-{-lo•d^+lod" J d^d'•^: 

* * • 

(e"*).- $i ,m(i ód+xód'+x od"),H(Zp}(io s d+io'd \\od")\.. 
m ^ m '^ (i o*d±i od\ i c*T)~ ™( < oW + 1 oW' + i orf ")"-, 
(loW+io^'+io^'H 

K^Cio^-j-io'^+io^'+rf''')-, .... 

m ( m : 1 \i o , d+io'd , vod' , \d")°~; 

m(io'4i oW+i od "\d ■')"-', ( 1 0W4.1 oW' + i 

4 

e così in seguito. 

Dunque se con le serie (e) , (<?"') , (e y ) . (e rM ) 
etc. è coi respettivi n} d 9 d 9 d" etc. si ese- 
guisce l'operazione derivativa della pag. 2i5 
respettivamente si ottengono i risultamenti 
(e'"), (e"), (e"), (e'"') etc 

Ciò pósto , per avere \ N si spartisca N nei 
membri M,M ,MT ec. di m cifre, versola si- 
nistra, onde, se il n.° de* membri sia n, ab- 
biasi 
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Mediante la tavola delle potenze si determi- 
ni la massima potenza d m compresa in M > e 
si formi con m— ì. zeri la serie 

(E ) . . . . [i , o ,o , o,o . Ai] . 

Con questa e col n.° d che cade fra oej, 
si effettui l'operazione derivativa, avvertendo 
di fare D^M^-r/", e siccome la serie (E ) non 
diffe risce dalla (e ) che per 1' ultimo termine 
M sostituito a zero , l'operazione derivativa dee 
produrre nella fm-)-2) esilna colonna verticale , 
in vece della (e ') la serie 

QSyJ i ,md™(™^ld\... < m -*) d - md- M-dÌ 

fa a ) 

Sostituendo lod per d convien sostituire 
io m M ad M e però ì o\M-d m ) ad U-d m . Aggiun- 
to il 2.° membro M' la serie (e'") si cangia in 

(E' "). .... ^i 9 m i odj 71 ^" 1 ^ i o*. d*, . . 

'O&p) , <s~d~,m i o—dr-, i o'CM^+M^ 

Si divida l'ultimo termine ltì"(M-#")-^-M' 
per il penultimo m.io"-'rf"- e sia l intiero=ò 

prossimamente < 1 °"('' T -^)+ M ' e ta ] e c h e 

il prodotto per d' del penultimo termine della 
■ i. a linea, ottenuto con l'operazione derivativa 
tra d' e la serie (E") non sia>io m (M-rf n ')-|- 1 I '• 
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Trovata la cifra d! si compia l' operazione de- 
rivativa sottraendo da lo^JVW^M' il pro- 
dotto per d' del penultimo termine della w« 
linea. Siccome la serie (E" ) non differisce 
dalla (e"') che per esservi cangiato il termine 
lo'Vfm io"(M-rfO+M', r operazione sud.* dà 
nelW colonna (m-j-"2) c " ma i termini 

\t ,,<,o^')/!<^W^ 

(E' v ).... 

M iod +d n ) m -% io"M-Ì-M'-(iorf+^)". 

■ 

In questa si ponga \od per d, ìod' jper d' 
onde l'jultimp termine divenga 

lo-fio-M+M'-Ciorf+rf')-] , 

éd aggiungendo allo stesso ultimo termine il 
3.° membro M' si avrà 

4 * 

■ i 

L ,m(io'd + lod') , ^Ù{l0'd-\-lod'y, .... 

{/«( » oW+i ex/')"""» i o"f i o-M+M'^iorf+ÉO"}^!". 

Dividasi 1' ultimo termine pel penultimo : si 
sperimenti il quoziente d'' come si fece per 
rapporto a d e d '■ : con d' e con la serie (E") 
si taccia l'operazione derivativa, e si avrà 
dall' (m+ incolonna V " 

> • 
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tm{ ì o'd± t od'+d' ) " 1 ( m ~ 1 \ ì o'<4 1 od'±d' '}*>«-. 

\ . o ,m M-f-i oÌM'+M"-( i o 1 od'+cì ') K 

Se esiste il valore esatto di \ N, jfrose'- 
guenAo quanto tfeogtik si ofrehgono tutte le 
cifre d^d'id" etc* die la «oinptfHgono., e si 
giunge ad una (/?2+2) esima colonna il cui ulti- 
mo termine è 

Esauriti i mèmbri ÌVI,M' etc. se N non è 
una potetìiftL m. €si ** si procede alfa cteterìrriria- 
zione delle cifre decimali aggiatageHck) ni zeri 
per ogni cifra decimale che si desidera. In que- 
sti casi però , fc)*diàltttèhte S£ ìf udii sia un 
n.° molto composto; suol essere preferibile il 
metodo logaritmico di cui (ììjf) . 

Es é i Si &rhafida ^ 199871^376. 
Divìso il M iti fnèmbn 'di 4 cifre si vede 
<Jf esso equivale à 

1 o M . 1 99+ 1 o" 4 . 87 1 7 -b io"\ 3376. 

Siccome la massima potenza 4. 51 compresa 
in 1199 è 81^ sì fòtrfrt in (I) la Sei-i? diret- 
trice 3j. 1 ,0,0,0 j 190, analoga ad (E ) dove 3 
sta per d > e la òoioftfia (M-H) erittt darà 
1,12,54,108,118, óerie anàloga ad (E''). 
Questa si trasformi in quella die corrisponde 
ad (E'") e si Scriva in (fi) (pag.sSi) 
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a36 

1,120,5400,108000,1188717- 

Si divida T ultimo termine pel penultimo, e 
rigettato il quoziente 11 si supponga succes- 
sivamente d — $ ,8,7 etc. Il risultato del i. p 
sperimento cioè 

9 [ 1 , 1 20,5400, 1 08000, 1 1 887 1 7 

1, 129, 656 1, 1 67049,1 5o344i 

essendo i5o344i fi.° >i 188717, si passi a sup- 
porre d =8 , e si deduca 

8 [ 1 ,1 20,5400, 1 08000,1 1 887 1 7 

1, 128, 6424, 159392,1275136 

Anche il n.° i275i36 essendoci 188717 si fac- 
cia d =7 e si avrà 

. |7 [1,120,5400,108000,1188717 

) 1, 127, 6289, 1 52023,io64i6i 

Siccome 1064161 è <» 188717 la cifra 7 è 
ammissibile e però si dee compiere la deriva- 
zione fra 7 e la serie 1 , 120,0400 ec. Otte- 
nuta la serie 

1 , l48 , 82l4 , 2026l2 , 124556 

che corrisponde ad (E ,T ), si formi in (III) la 

serie 

4 1,1480 , 821400 J 202612000 , 1245563376 

analoga ad (E v ) : si cerchi il quoziente d" dell' 
ultimo termine diviso pel penultimo: mettasi 
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a prova la cifra 6 che ne proviene,, e sicco- 
me si trova 

t 

* 

6x207593896=1245563376, 1 
6 spetta alla radice e si ha esattamente 

V 199 8717 3376 = 376. Ecco il prospetto di 
tutta l' operazione. 

(I) ' (II) 



3 [1,0,0,0 ^gg 
1,3,9, 27,118 
1,6, 27,108 
1 , 9, 54 
j , 12 



7[i,i 20,5400, 108000,1 188717, 

ìj 127, 6289, 1 52023,1 24556 

i> . i34, 7227,202612 
* \ 9 141, 8214 

V 

(III) .. 



6[ 1 , 1 480,82 1 400,2026 1 2000, 1 245563376 

ii i486, 83o3i 6, 207593896,000 etc. 

• Il Ch.™ Geometra Ruffini (Soc. Ital. T.XVI) 
ha ingegnosamente osservato che in vece delle 
riprove analoghe alle "(/) , (/') , (/') etc. 
si possono sopprimere nella serie direttrice i 
primi 

iK 1 )-^ 72)] termini, tagliando in quelli 
che restano le ultime tre cifre se m=A , I© 
ultime quattro se w=5 etc. 
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ÉJ questo un artifìziQ analogo a, quello di 
cui si fece uso [>pag, 1.37] nella estrazioqe> dèlia 
radice quadrata. Così le derivazioni [/],[/*], 
[/"] , si ri<3w?opp > v^^tjwfiwmte $ 



9[54iio8b,i 1887 

fy, 1566,14094 



8[54, 1080,11 887 

54, i5i3,i.3ogp 



7.154^1080,11887 

54 , j458, io?o6 

li) pirica, s| ; esegnisppno compenclio^jJient* 
nella riianiera che segue : 



^[54, 1080, 1188?) 

54, i566,i4q94 
9L i5i3j 12096 

7L . 1458,10206 



E&? 2 r « Si4ò»e?ida V2 Q 866,o637 1,459^,54493. 

La raassitaa, potenza 5.» compresa in 20866 
essendo, 16^07^=7?, » ponga d±=j e si efiettoi 
h- derivale r 0 



uigmzeo 



. (iv) 

7 Li,o,o, o, o , 29866 

»,749,343, 2401, i3o5gf 
« , > 4, 1 4 7 » »372, i2oo5 
\, 21 , 294 , 343o ' 
l > 28 , 490 
1, 35 
1 

Quiho? si formi là serie 
1 , 35o, 4gooó , 3430000, 1 2oo5oooo , 1 3o5 9 o637 1 : 

si divida l' ultimo n per il penultimo : si spe- 
rimenti il' quoziente 9 con una operazióne 
anaioga alla [F], cioè 

« 

9|343 , i2oo5 , i35go 

343 , 15092 , 135738. 

8 l > '4749 » "799*' 

<f trovata ammissibile la cifra 8 si effettui la 
derivazione 

[V] 

*L> > 35o , 49000 , 343oobò , iaooSoooo , i3o5oo63 7 i 

358, 5*6*64, 384,(911, 150809396, 99432003 
1» 366, .5479** 4*83a48,i85o75a8o 
»> 374» 57784, 4 7 455W 
». 38a, 60840 

i, 390 
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Il resto dell'operazione è sotto i n. 1 [IIIJ>[IV]. 

[VI] 

*L » ,3900,6084000,4 74 552oopo, i 85o; $2800000,094 3200345937 

i, .3oo5, 61 035*5, 477< j °37025, 1874632988 125, 57oo354o53a 
lj S9.0, 6123075 48o6653ooo,i898666253i25 
i> 39i5, 6i4265o, 483736625o 

i> 3920, 6162250 

I* 3925 

[VII] 

,3Q25o,6 1 61 rfooo, ^837366250000, 1 8986662531 25oooo,57oo354 o53 1 2544g3 

i, 39253, 616342759, 4839215278277 , 9ooii8oi77o8483i,oocc 

, ... 

La radice è dunque 7853. 

5i 4 Probi. Le risolventi della trasforma^ 
ta voglionsi eguali a kx, Soluz, ne Facendo 

X = £. la X diviene • 

ed equivale all' ordinato prodotto della- propo- 
sta per 1 , k\ k% . . . k m : ma y=hx ; dunque se 
si moltiplica un' eq. per 1 , k , k % ec. le risolr 
venti della trasformata sono quelle della pro- 
posta moltiplicate per k : E quindi : 

\,° Per liberare il i.° termine della trasforma- 
ta dal coefficiente p, [>i] basta supporre 
]tz=Lp e dividere tutti i termini pel predetto n.° 

3.? Quando alcuni coefficienti sono frazioni 
finjte si moltiplicano tutti i termini pel mini- 
mo jnoltiplice de' denominatori , indi si elimi- 
na il coefficiente del 1 .° termine. 
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3.° Un'opportuna potenza [io> sostituita 
per k trasforma in intieri i coefficienti deci- 
mali. Così k— 1000 cangia 

x 5 +5,745.r + 6 ,7847 ^+9,7428=0 

iq x*-\- 5745^*+ 6784700X+974 2800000^0 

• 

Si riconduce al prec. caso quello in cui qual- 
che coefficiente trovasi affetto da un radicale 
numerico , estraendo la respettiva radice ed 
operando come sopra. 

Basta T ipot. k=Va per un'eq. della forma 

purché V 0 esista ne' soli termini di rango pari: 
§. 5i5. Prohl. Si dimanda la trasformata 

d' X , le cui risolventi equivalgano ad -L . So- 

JC 

luz. nc La sostituzione di L per x cangia la 
A. in 

Dunque basta fare x=\ e moltiplicare per 

* ì y *y * y • 

5. 5 16. Probi. Le risolventi della trasformata' 
debbon essere le differenze fra quelle della pro- 
posta. Soluz. ne Deducendo 

9 *-* s , ec. ; a ec. ; * r * , , ec, 

ciascuna risolvente dà m-i differenze; quin- 
di la trasformata richiesta è del gr< dom(m-i j, 
Tom. IH n 
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ed attesa la elisione delle risolventi anàloghe 
*r\$ *r\i ./"r*, ; e c. vi mancano i ter- 
mini di sito pari. Posto m[m-i~\~2n si può 
dunque rappresentare h trasformata per 



ft-Vj** +P. r "-*-P 3 y +p - 0 , . . Y 
e facendo y*=Jfc si ha 

s'-P^-'+P.^-'-P^»- 5 ... ± p a= , 0 _ , z 

Se ci riesca di determinare P, r P s ,ec. avremo 
ambedue le trasformate Y , Z , la 1.» delle qua- 
li ha per risolventi le differenze diverse, la 
2.* i quadrati di esse. 

■ 

Or*. Y+[*r**]**à. j Oi-* s ? ec.ec.=r<r, 
|[* r « a ] 4 +0,-*,! 4 ec. | [«.- * 3 ] 4 ec. ec.~(r J 

Pongasi/ ....... 

|[^r*.] 2 ^+[^r^s] 2 ^ec. + [jr-flf s ] 2 ^ec.ec.=(r / 

Si avverta che in forza delle forinole [c\ 
(499) si ha ' , ' 

[.r-^^ + [A-«j94.[vr-»$]^ec4[x-^]^=mx«-^^^ 1 

ec. : 

che attesa l' identità di questa eq. può darsi 
ad x qualunque valore: che facendo succes- 
sivamente x— ,ec. e sommando si ot- 
tiene 



uiyiiize< 
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che per qualunque valore dispari di q V uno 
e 1' altro membro svanisce ; che facendo q- 2j* 
si ha 

■ 

2 ^=^^2^-2/*J.^ 2M _ x +'/..2/ 1 [2^-l] > f..J 2fi _ 2 



• • • • 



e perchè i termini equidistanti dal medio s .s 
sono gli stessi, si ritrarrà 

2M[2^l]...[^+l]^T 

H * 

2 . 3 . . . jX 2 

Siccome la sostituzione d' x ±$ in [X] non 
altera la differenza fra le risolventi d'[\ J può 
supporsi eliminato il 2.° termine della propo- 
ta : da ciò risulta s =o , sparisce il 2.° termi- 
ne nella espressione di <r , si ha 

r* 

d 20 a 

r t —ms à ; o-^—ms^^Z s\ ; - cr^ms^ s t Sf _ $ % , ec . 

e P, , P m> ec. restano determinati mediante l'eq.' 
*V=P, , ^P^r-2P ( , ^P^-P^+SP,, ec. 
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analoghe alle (c) (499)- dalle quali si deduce 

p=*, , P.=v. [P.<r.-».l , P, - *[P.'r P .'.+'.] > 

P 4 =*(Pa-Pa"H*a<) ' ec - ec - vale a dire 

P-m.T.,P.=*[n^lC-im ( .— « <Jt 

» 

, -^/nj-}- , 5^— 9 °/. ; 

ec. ec. 

ed altro non resta che sostituire la ispet- 
tiva espressione di s t , s t , ce. • Ecco le defi- 
nitive lorrnole onde si tratta , per l'eq.* di 3.° 
e/j.°i;rado, nell* ipot. che siasi eliminato il 
2. 0 termine. 

PelS.o gr. P=- 3.2^;P.=-i.8/i:ì P B =- tfr*7& 
Pel 4. 0 gr. P==- 8p. ; P ~ 22/>; -f 8/> 4 ; - 
P,^-i8// a +i6/y? 4 +26//; 

p r - 4V/-2 5 . 4»:+ 1 1 6 />fo- tàPr*7PÌ • 

Per un'eq. di 5.° grado fa di mestieri ap- 
purare l'espressione di 10 coefficienti, e lefor- 
mole degli ultimi cinque sono estremamente 
compl icate.(Veggasi De la Revolution deS équaU 

Xiumériq. p. 122) 

Avendosi per es.° a s -2x-5=o è /v=0 ,/Vt~* 

» 

■ 

■ 
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^=5 , m=3 , n - ^1=3 ; P = 12 , P =36 , 
P 5 — 643, e la (Z) 

è z— i2z*-J-36z-[-643— o. 

§. 5i 7. Probi. Si dimanda un' eq. le cui ri- 
solventi sieno le somme binarie fra quelle di 
una data eq. X. Soluz. nc " Assumasi l'eq. iden- 
tica 

rnx*\qs t x*\m <7(<7~i>. .**-+— 7(7-1 )(<7-2> 3 xf- 3 ec. 

3 

si ponga successivamente x=« t , * % ec. e si fac- 
cia la somma , onde avere 

2f(« « + «. 9 ec.) + 2(« l+ ^> + 2(«4«^ + 2(^ + « 3 )? ec. = 

• ■ 

Questa , scrivendo S q per (« I +«.)*+(* I 4.*,^ ec. 
+ C^+ a s y ec - s * cangi in 

* » 
Avvertasi che s 0 —m; che i termini equidi- 
stanti dagli estremi sono eguali , e si vedrà ' 
che la prec. equivale ad 
S,-=(ro-2'-) s q +qs, .*,_,+ V. q(q-\)s.. 



4 



a. 3.. . v.(?-i) , ««->r X 'A«»*0 -7 e d ' s P- ; 

(se 7 è pari) 
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Determinate con questa formola le finizio- 
ni S, , S, ec. si calcola come nel Probi, prec. 
, il valore di P, , P 4 , ec. coefficienti della tra- 
sformata richiesta,, la quale è come la Z(5i6) 
del grado V.m(m—i(rr=/i) , ^ riesce in parecchie 
occasioni assai vantaggiosa* 

§. 5 18. Probi. Le y della trasformata deb- 
bono equivalere ad jf. Soluz. nc Indicando la 
trasformata per jr m — ec.^o , si 
calcoli {Ato*voo)s k >s m ^s^ u9 ec. e pongasi 

Q*= Su , Q.= V. Sn* , Q~ - S n> „ tn , Q,= J w# , ec 

Se n— 2 giova fare ,r a ~y il che riduce la 
proposta alla forma M+No:=o, dove M,N 
sono cognite funzioni d' r e costanti. Molti- 
plicando per x si ha M.x-\-Ny~o\ quindi 

e sostituita questa espressione in 

M+Nx=o si ottiene M 1 — N'y=o , trasforma- 
ta richiesta. 

§. 5 1 q Probi. Si dimanda un' eq. tale , che le 
sue risolventi sienouna data funzione di quelle 

della proposta. Soluz.* e Sia /(^)(y)(z) il 

simbolo delle funzioni il cui valore si cangia 
permutando fra loro ec. , come 

» 

ax , ax — _ 4- v 4 ec. 

Le funzioni che non si alterano per qualun- 
que permutazione s' indichino per / , z....)i 
tali sono xjr jX m -\-y+z* . 
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Per rapporto ad una funzione che parteci- 
pi dell'una e dell'altra prerogativa si ha un 
simbolo analogo , cioè f(x , y%z) se le x , y so- 
le possono permutarsi; si scrive/ (x , y) (u^z) 
. quando la permutazione può farsi fra le x f y 
e fra le u ,z ; ec* 

La proposta essendo la solita X , ed 

/OO (*.)•••(*«) ' a funzione razionale assegna- 
ta, si rappresenti la trasformata per 

Qualunque sia il metodo con cui si procede 
alla formazione della Ci esso debbe ugualmen- 
te influire in a t , * a ec. e per ottenere i valori 
fi M , /3 t ec. d' y fa cf' uopo sostituire successiva- 
mente a % , q 5 ec. per a t e vicev. ; ot i , a 3 ec. per 
a % e vicev. ; ec. Se per es.° la X sia di 3.° gra- 
do e si voglia la y^ al rapporto di due valo- 
ri d' x, diminuito del 3.°, istituita l' eq. 
et 

yx=* r-' — *, si dee porre a % , « 3 per * t ; p t , *. per 
u % 

**l**9 a . per «s e viceversa; quindi 

' \ * " Hn génerale 

* «i *. «. ' . . 
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e però fl=K2 . 3 . • é m(—ft) n.* delle permuta* 
zioni fra a t , z % ec. 

Se = & le respettive funzioni /, siccome 
uguali in virtù delia propria forma e indipen- 
dentemente dal valore d* x , si conservano tali 
ad onta di qualunque permutazione simile, 
la y ha tante coppie di valori eguali quante 
sono le simili permutazioni che possono farsi 
in /, ed n= V» 

Se |3 s =j3.=<3 s tutte le altre permutazioni so- 
no eguali a tre per tre ed rc=_L. f* . In ge- 
nerale se 

r=A*. » » *.)(*♦)—(*»•) I" ^ 9 i ** 
j=tA*. ,« 4 )(*.)~(*«) ■ ^ r = 734'* . 

• •••••••• si 

r «.,«1^. -..«») [/l= _2_fft=I. 

In J r =f(**,*X m *>**X*t)--'(**) ^ /non varia per- 
mutando a t , ed « s , « 4 ; i valori d' y proven- 
gono eguali quattro per quattro e risulta 

— — ij>. 

Così 7=/(«.,aO(«,>i,«0(^M^ dà n== ^ ^ 



ed J=^/(«,,a i ,...a A )(a^ I ,«A|a,...«^) 



• • « 



a/,9 



darebbe n = - 1 • quindi 

(x3...AXa.3...A,)(2.3...A / J ec. 9 ^ 

Teor. Il grado n della trasformata è=ovv. 
^summultiplo di 1 . 2 . 3 . . . m. (*) 

I coefficienti R t , R a ec. siccome funzioni sim- 
metriche di/3 f ,j3 t ec. si determinano sostituen- 
do nelle note eq.* \ 

R -04/3, ... + /3 n ; R a — PA+fcfc ec. + p& ec. ; èc. 

l'espressione di , /3 a ec. in ec. tratta 

dall' eq. 1 (e) 

Abbiasi per es<° f^^x ^ t x-hp,= P e si 
voglia trasformare in un' altra le cui risolven- 
ti sieno della forma **— » ««. 

Siccome r=/fr)(«. , *,) si ha n-= , 



(*) Infatti, supponendo rosft.^ si ha dalla forinola del binomio 
g^^l^j^r'^X ^-O- y3.g.t __ m(m.i) . . . [m_(*-0] . 

Si pa^a all'ipot. m sA|ft /4 ft /; sostituendo ^(S»/)* */ itt 
*jC*/— ') ••• 3.3.1 deducendo come sopra 

»i(»^Q».Cn < -(ft, -i)]4 #J (^r-0 ---3. ».i 
' (i.a.3...fc y ) (1 . a .3...A /; ) 

"» 

e cosi in seg. Vegga f. 60. pag. o.a. 



Digitized by Google 



25o 

cioè r ,=-[«: -f *;+*;- (*.«.+«.*,+*.»,)] 

499 ) 

R.^**:+<*i+*>;'-[«'(*.+ 6( »)+ fl! i( a .+ a! .)+ a ',( <, .+ e .)] 

Se l'eq. y =--/(«,) (O • y è irrazionale fa d'uo- 
po liberarla diradicali, per lo che daremo 
quanto prima un metodo generale. Sia 

la trasformata : si facciano tutte le permuta- 
zioni in T, , T, ec. che sono razionali e sim- 
metriche funzioni di <*,, ec., ed il prodotto 
de' risultamenti darà 

y kr + V, y V a /* r -\ . . . + V* r — o , 

dove A dipende dal n.° delle permutazioni, $ 
non si tratterà che di determinare V, ,V,ec., 
razionali funzioni simmetriche di a t ,« a ec. 

§. 52o Ecco un opportuno schiarimento alU 
pag. 248. ^ " 

Se una data funzione / (a t , * % , ^ . . . . O , che 
diremo/, conserva, in virtù della sua forma, ( 
il proprio valore dopo una certa permutazio- 
ne fra' suoi elementi a 9 9 a % , ec. , lo stesso av- 
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viene qualora la permutazione stessa si effet- 
tui in qualunaue siasi trasformata della /, 
proveniente dalla stessa od altra qualunque 
siasi permutazione. 

Se per es.° /(«, mj=f(m. , * 3 , «, ; * 4 ), 

anche f(a 4 a,)=/(«., « , * 4 , a.) . 

• 

I valori che possono ricavarsi dalla / per- 
mutando i suoi elementi sono dunque tutti 
eguali a due per due. Si prova nella stessa 
guisa che se la / è di sua natura tale , che 
conservi il suo valore mentre vi si facciano 
due permutazióni diverse , 1? ^pressioni di /. 
provengono eguali a tre per tre. Così la fun- 
zione 



non varia se vi si fa la permutazione indicata 
dalla fonftolà /(*.,»„ «,,«»), giacché si ot- 
tiene 

(=/(«; » «...*,, <%)] ; 



e neppur soggiace a variazione se si effettua 
nella prec. la permutazione stessa , poiché da 

/(», «. , «♦) ne deriva /(« 3 ,«.,*,, « 4 ) , 

valé a dire V« ! <+V.«.«:-r-V^r-«: come ee. 

Suppongasi fatta nella / la respettiva per- 
mutazione di 



I 
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iridi la funzione modificata sottopongasi due 
volte successive alla solita permutazione espres- 
sa con la f(a a , * 3 , «, , «4) e si avranno tre al- 
tri risultamcnti identici fra loro , cioè : 

e così inseguito. (Veggasi Lagrange Beri. 1771 

52i La formola esprimente l' incognita di 
un' eq. X , altro non può essere che una co- 
gnita funzione de' coefficienti p t ,p t ,Pi,* *-Pm'* 
ma quelli di una trasformata 

legittimamente dedotta da X, debbon' essere 
determinate funzioni di p t ,p % ec. p m , giacché 
questa è l'unica maniera possibile di rintrac- 
ciare P. , P, ec. : dunque ( 496 ) P t , P. ec. equi- 
valgono ad altrettante funzioni di * tt «, , ; 
per conseguenza se dalla trasformata risulti 
r=F(P t , P, , P, . . . P n ) può dirsi essere altresì 

1 

y— F(« s , .* m )> dove Ia Unzione F è 

da noi presa nel suo più genericò significato . 



2 53 



« CAPITOLO III 

* 

Teorica di alcune speciali classi 
d' eq} algebriche. 

N 

§. 522. Ogni eq. della forma x n fp m z=r 0 di- 
cesi binomia : ella, se 771=2/*, facendo per co- 
modo 

V ; cioè P 2f =-v 2fk , 

è divisibile per x—v e per x+v , cioè per 
x % —v\ e dà per quoziente 1' eq. assurda 

f ^J^*^++jr*± ec.+^ 2 =o. 

Dunque l'eq. x 2lA —v 2fÀ =o ha due sole ri- 

solventi reali; non ne ha veruna la .r 2f * + ^ 2f *=o. 

Qualora si abbia m=2n-)-i evvi il di- 

■ 

visore xq:v della respettiva x 2 ^ 1 — 
ina siccome il quoziente somministra l' eq. 

cheì moltiplicata per 1 , ir\ v~* 9 ... v~^ y è ne- 
cessariamente >o e perciò assurda , ne segue 
Teor. Che un* eq. binomia di grado dìspari 
abbia una sola risolvente reale : due s J ella è 

di grado pari e della forma x 2l *—p m ~ 0 k 



Digitized by 



254 

§. 523. La formola 

^^p t ^+f^+^P^^P*=o (499) se 
si riferisce all'eq. * n, +/? a =o, le cui risolventi 

sie'no ol x , a motivo che^,— o o,... 

o,(dovett<;m), dà «y n =o , si ha 

Teor. <+« t D +«3. . . +<C=Q ed =-mp m se rc— //z. 

teor. che si verifica eziandio per rapporto alle 

quantità -A , ~ ^•♦'T quando j) m -= £ t> P er - 
che facendo , la proposta si cangia in 

^Vi-o, le cui riaolventi sono A 9 . — ■ ec. 

§. 52/f. Essendo or^a, in x n, — i~o, ed di- 
versa daii' unità, oltre la i=o si ha 

(-7- 1 =° > =9- • c?.r)"- »=° » 

e però , . »r _l sono risolventi del- 

la proposta. Dunque una risolvente diversa 
dall' unità basta per determinare tutte quelle 
ai un ecf. oinonua x -4* i=o. • 

. Le ulteriori potenze , «™ 4 1 ec. riprodu- 
cono le risolventi già ottenute. Infatti 

WMv'OT; e P erchè (^r , ) m =^ rimane 

(V)"=*.". cioèa-=a B . 

■ 

§. 525. Diciamo eq. 1 potenziali (*) quelle 
comprese nella formola 

(*) Rigettiamo la denominazione di derivative perchè presenta un'eiui. 
voca analogia con (judla dell' eq.» derivale (4y6;. 
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dove m> i ; forinola che facendo x m ^y si can- 
gia in J 

Se m=-2fi. ad ogni real valore dy corrispon- 
dono due reali valori T Vj d> x , e in è il 
massimo n.° delle risolventi reali d' («) , tutte 
uguali a due per due e di segno contrario : il 
predetto n.° si riduce ad ti se m=2fi+i ; per- 
ciò quando m>2 le risolventi non sono'tutte 
reali, e lo stesso avviene allorché manca al- 
ternativamente un n.°di termini >i , nel qual 
caso si ha ™>3. 1 

Ogni eq. potenziale binomia r+i=:o di- 
pende dal sistema x m =y , y"* A=o. 

§. 526. Dicesi reciproca un' eq. che conser- 
va la stessa forma quando vi si sostituisce 
L per x , Tal è 

* 

Il coefficiente del i .° dee coincidere coll'ulti- 
mo termine, quello determini equidistanti 
dagli estremi dev'essere lo stesso: 

Se p=i l'eq. («) ossia 

+/»,*C*^*+i *+0 ec. =0 
riesce divisibile per x+ 1 e dà 
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eq. reciproca che indichiamo per 

«T+'7,*> M H-9,jr— -M.+^^'-f » i 

Fatta la divisione per .r m si sommino i terr 
mini equidistanti dagli estremi onde avere 



Supponendo jc+-Ì ssjr risulta 



1 



■ 

f-r + J, V=y ed **fJL =sy»— a i Così 

é 

== jr 5 -r5y 5 -f 5y , ec. ec. ed in generale 

i .3 . 4 7 

Sostituite le pree. espressioni ottiensi un'eq. 
del grado /w in y , ed i un valori d' ce si han- 
no dall' eq. 

X-X-*^z=r^ cipè ap'—JX-j-l— O. 

■ * 

Dunque ogni eq. reciproca, il cui grado 
— - am ovvero —2 /w + i , può deprimersi al 
grado 



25; 

Così xV.^V.^V^V^V.^+^o 

• « , « 

La ragione si è che non può essere * a ri- 
solvente di un* eq. reciproca , senza che tale 

sia — ; perciò ella Equivale al prodotto degli 
m fattori 

• 

più il fattore x-\-i s'ella è del grado 2/n+i. 
Le incognite còsi riduconsi agli m coefficienti 
de' secondi termini e però ec. 

Se la proposti* sia x"* 1 — 1=0 dividasi per 
x—\ e la risultante 

• • • 

dèprimasi al grado n. Così x lt — 1=0 si riduce 
ad un'eq. di 5.° grado. 

L eq. x tB — 1=0 divisa per x % ~\ dà 

• *"~*-\~x % *~'*-{-x t *~ A . . . + x*-\-x-\- 1 =0 1 



e questa si deprime al grado w— 1. Per es.° 
a:"— 1 = 0 si fa dipendere da un'eq. di 4. 0 
grado e da due eq. 1 di 2. 0 

5. 527. Un' eq. ira due incognite dicesi omo- 
genea quando gli esponenti dell'una e dell' 
altra incognita formano in ciascun termine 
una somma costante , Somma che costituisce 
il grado dell' eq. Tal è 

Tòm. IH , r 

■ 

• Digitized by 
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Facendo y—tx ella si riduce ad 

e siccom' equivale al prodotto di n fattoti del- 
la forma x\az-\b), ne segue che la proposta 
sia risolubile in n fattori simili ad ajr-\-bx. « 
§. 528. Se la X h$ (* risolventi eguali ad 
. * Q 5 ' a ^4. t5oa,) ine ; Ira n eguali àd * n — d e 
perciò mpd"~ l ^(m--i)p t d m ~*ec., coefficiente del 

suo penultimo ternarie; è moltiplice Ai (à-cf)^ 1 

ossia di {cl—aj : Ma il coefficiente sudh 
detto, se si, fa ^o e Vi si sostituisce x per 
flf, coincide con la derivata d' X ; dunque 

Teor. La derivata di un'eq. che abbia fi 
risolventi editali ad * a . Y ne? ha fi — 1 ad esse 
identiclie, e perciò le X., X' sono divisibili per 

(x— « u )^"~ l . ,"!v.v; °.«- f« i; 

Vale lo sfess© jier rapportò ad un'alida classe 

di fattori eguali (.r— « n )^ comprésa in X, 
le X,X' ammettono il divisore pomune 

Ciò posto sia Jj l'anzidetto comune diviso- 
re, deducasi 1^ — E J ed il itiassiitio cfivisore 

di D ed E darà « n )(*"~ *«,)••• • == 0 i n- 
opportuna per determinare u a r « n/ , ec, perchè 

il grado a cui ascende vien costituito dai n.° 

delle classi di risolventi eguali Spettanti ad X. 



, - « ■ : 
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Essa è inoltre dotata come in seg. si Vedrà 
della singolare prerogativa di avere tutte le 
risolventi reali e razionali, per lo che ne 
riesce molto più facile Ja risoluzione. 
Per es.° I' equazione 

, V ^x^i 6j>+ K iX-+, 2*.g=o,..X 

da 6x 5 +2ox*-,2x ! -48x , +22x+ J2 -o....XV • 

quindi/ ^ r 5*^R,| ^ tf + 3^*-3(-E) , 

,ed 4 U massimo divisore di D ^ E , si trova 
== x + ix— 3 : dunque *r a -J- 2 3 =0 * ossia 
(x—i) (x-j-^3)rrr 0 , è 1' eq. che determina le ri- 
solventi eguali ^elKeq.X , e perchè X contie- 
ne una- volta x-j-5 , due volte x-x , si con- 
clude, .che la proposta comprende i fattori 
(*H-3) £ , (ir— i) 1 , vale a dire che due risolven- 
ti della: medesima sono eguali a ^3, tré ugua- 
li a J-i. 

ili .-v . 1 4. 

\ ' J " ' • • ' ' * 

. CAPITOLO IV. , 

Eliminazione delle incògnite 

ette fra m incognite z 9 y 3 x... altrettan- 
te eq. 1 , assegnare* tutti i si stemf de J valori as- 
segnabili alle prime per verificare le seconde: 
è un probi, che presenta una compiuta e ge- 
nerale idea della eliminazione. Ad esso elegan- 
temente soddisfassi : ricavando dalie proposte , 
m eq/ afiette, ciascuna, da una sola e diver- 
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sa incognita , con la condizione che una con- 
tenga, la sola z e sia immune da qualunque 
fattore estraneo , l'altre sieno della forma 

TH-V=o , T>+V =o , 1>4-V =o , 

* 

essendo T,V, cognite e razionali funzioni di 
z ; T, , V, , funzioni d' y , z ,come sopra ; T, , V ft> 
d' x , y , z ; ec. ec. *. / , 

L' eq.* del prob. sieno per 1/ ipotesi 

\ax\ay^a tr , bx+b'y^b r ] . 4 . (A) 

Coi metodi del §. 55, ovvero sottraèndo k 

i»x4 della 2. 8 Xtf, si ottiene 

» * • • ** 

quindi $ r= g ^ "° ? ed ,f i • • • (A') 

^ } 7 ab' — ab ab' — a'b) K ' 

Trattisi di ricavare x , y , z , dal sistema 
d^+tf'y+tf' a",' • . » (1) 
bx+b'y^b'z^k"' .:.(*) 
cx + cy -\-c z=c "' . . . (3) 

Prese le differente «(2)— £(1) , 0(2)— £(3) , 
si ha 

- {ab t -ab)y^{ab , ^a f, b)zr=ab ff -a r b 

Si cangi x in j ed y in ^ nelle (A), e sic- 
come dal confronto di esse con le precedenti ne 
proviene ~ 
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■ ' 

a^aÒ'-a'i ,a'=ab"-a"b ,à'=ab"'-a'b, 
b=cb'-c'b , b'=cb'-cb , b"=cb"'-c"'b, si ritrarrà 

• m » 

{»f'-af>){cb"-c ,, 'b)-(ab"'-a" , bXcb , -c'b) 
V ab'-a'bj~(ab-a'b){cb-c 'b) -{ab"-a"b\cb -cb) 

forinola , che soppressi i termini ± abb" ó , 
^ab f b ,f c 9 e fatta la divisione pel fattore estra- 
neo A, si riduce a 

Z ~c\ab'-àb)+b r (ca-ca) +a" (bc -b c)(=H) 

- u ' 

Il denominatore per tre incognite è com- 

5 osto di tre .parti : la i . a si forma moltiplican- 
o per e" (coeff. della 3. a incognita nella 3* 
eq.) il denominatore relativo al caso di due 
incognite ; la 2. a cangiando nella i. a c in b , b 
in c e mutando i segni ; la 3. a èangiando nel- 
la 2.* b in a , a in b e mutando i segni. 

Si ha il numeratore della 3> incognita z 
scrivendo in H,c",£"', a'" per c\b'\u'\ Da 
questo si passa al numeratore d' y e d 'jc , so- 
stituendo nel i • caso ai coefficienti d' y , nel 
2.° a quelli d' x , i respettivi ultimi termini. 
La legge di derivazione è analoga per un mag- 
giore n.° di eq. £ di ì • grado , affette da un 
egual n.° d' incognite. 
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Talvolta però è preferibile un adattato arti- 
fizio. Sieno , 

pxty (jr+z+ w+ec.)=r , p y+f/'(x±z±in.ec.)=: r ; 



Fatto x-\-y-\-z+u ec. =t si hanno le tra- 
sformate 

p x + q (r-x)=r , p y+q'(r -y)=r , 
p'z-\-q'\f-£)^r , p"u ¥ì "Xr-u)=r' r : quindi 

t t n >, tir ff 

r-qr r-q t r ~q r r -q w 

x = L-,y= — - — j z= — L 3 u— 1 . 

; p—q p—q p — 9 p — ? 

L'eq. ipotetica diviene , 



r-gv , r-g *, r -g r r -q r 

P—<j P —<J P —9 P —7 

e non resta che trarne r e sostituirne il va- 
lore nell'espressione d' x,y,z,u. ' 

Es.° 2.° Aobiansi l' eq.» a^=z\ x=u % ,y—z—u 9 
e si voglia ricavarne un' eq. in x 9 y. 

Dalla 3.* z=-y+w : la i» si cangia in 
a=y*-\-?>y % u-\-'òyu % +u\ e posto x per u % si ri- 
duce ad a~y*--{-3yjc~)r(3y*-\-x)u • * 

quindi u ~ a ~^7^ X - > e sostituita questa 
espressione in x=u % si ha l'eq. richiesta 



Quali sono .i yalori A'x,y ,z 9 che soddis- 
fanno al sistema 
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§. 53d La eliminazione si rende difficile a 
m&urtl [che. cresca il grado dell' eq.* : Sette 
metodi, tutti molto elefanti ed ingegnosi se- 
no stati immaginati per tale oggetto,, ma i 
due più semplici divengono soverchiamente la- 
boriosi ove t trattisi di due eq. 1 di 3.° grado ; 
gli altri sono quasi impraticabili anche per 
queste , e non interessano la curiosità del geo- 
metra che per la loro eleganza. 

I Met. di Bezout (*) Sia proposto il sistema 

dove tutti i coefficienti, o uno almeno sìa del- 
la j, a q delte v t , si suppone cognita funzio- 
ne d' jc x 

Tolte'- la. i.* xj»' dalla 2.» Xp risulta 

(pq'-p'(j)y=pr'~p'r . . . (B) : 

Tolgasi la stessa ecf i ? X ( p'y ■+- q' ) dalla 
2 r" K (^+-9) , onde si abbia 

Tra ( B ) > (G) si elimini rei' eq. richiesta 
sarà 

' (pq;-p q){rq'~rq)-(pr , -p>r)'=o...(T)) 

Se il grado di una delle proposte sia r-m , 
delPaltra^w-r.» si r#yce h t.» al grado del- 

C) Acad. des Se. de P«ri« 1764. 
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la 2/ col seg. artifizio. Il sistema proposto es- 
sendo 

dalla 2.* moltiplicata per y n si ritragga 

r" =-(j>'y'~"-:-\-vY )'•• quindi 
r "'-=-(p'r'~...+vy'-r') . 

^— =- (p'y"-*. . . .-\-v'y'-*) 



Sì pongano le prec. espressioni in quella à'jr" ind- 



ia espressione di y"— quelle di y™"', r""" s ,...Jf 
e così in seg., ed effettuate tutte le sostituzio- 
. ni si avrà ec. 

Es.° SieLy±5xy\3 xy^S=oedy^xy"ixx^ìG=o: 
Dalla si ha y % =— 4xj"+2x*y-| -10 7' : 

■ 

questa espressione si ponga nella ì .* e si trat- 
terà di eliminare y fra 

xy % - (5xM- 1 o)y + 98^0 , f^joy-Zx* — 1 0=0. 

§. 53 1 Passando all'eq. 1 di 3° grado abbiasi 

ÌPY*+<ìf^ry^s , P y+ q y+r'y=s' } \..\lt 

ed almeno un coefficiente o l'ultimo termina 
di un' eq. sia nota funzione d' x. 
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Si moltiplichi la i'pqt per^/-|-^', per 
py^r/y-^r' : i prodotti si tolgano respettiva- 
mente dalla 2.* moltiplicata per p , per 
/?y+7 ^per pf+qy+r, onde avere 

(pr '~P 'r)y"Mp 's-ps'+9r-qr) } -\-q 's-qs'= o, 

(p's-psy M ^(</'s-qs')f-\~r's-,rs'^o; 

eq. à che facendo pq — pq = A ,pr — p'r^ B , 
p^s—ps ~C , qr—q r=D , qs-qs'—E , ? : s-rs — 
si riducono ad 

A r '-fB>-j-C=o 

B/-h(C+D)y +E=o. U . .(E) 

Dalla i.« ya=g-~ Jtì~. Ije altre divengono 
: B(By+C)-A(G + D)/-AE=o ,C(By+C)-AEy-ÀF-o: 

La 2. ax dà y~ i_ ; la i. a si riduce ad 

• (AF-C) (B - AC- AD) + (BC- AE)* -o. 

Tolto B'C e fatta la divisione per A resta 
C § + CD-C(AF + 2BE) + AE%F(B a .AD)io. ... (F) 
e restituito il valore di A , B , C etc. 



..1 
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Es.° S v « y'-ay -j- x'^v'-a) — o , Sry'-f 5x\y- l>=o 
si faccia in (G) p^=\ , «7=0 , r^-a , s=-x(x'-a)- 
p r^o 3 q =óx , r ~òx >s=b , e si a yrà 

* % 532 II Rfet. Newtoniano (Arith. Univ.) 
Siano l'ecf. 4 

v * • ■ 

essendo p , 7 eie. //, <?' etc. come nel met. prec. 

Moltiplicando la il» per p' e la 2. a per p di- 
vengono identici i primi termini, e la diffe- 
renza fra il 2. 0 ed il i.° prodotto è 

Si rendano identici gli ultimi termini con 
moltiplicare la i> per v\ la 2. 3 per v, e la so- 
• lita differenza, fatta la divisione per y, darà 

Si operi sulle due prec. eq. £ come sulle pro- 
poste e si otterranno due eq/ del grado m— 2. 
Proseguendo si giunge a due eq. 1 di 1 .•.grado 
in y da cui facilmente ricavasi l'eq. in ,r. 

Tale fu supposto dall'Eulero (Acc. di Beri. 
I764) il metocfo con cui Newton trovò le forinole 
da lui esposte nell' Arith. Univ. Infatti appli- 
candolo all'eq.* (A) del £ 629 si ottengono le 
formolo (A'); facendone prova mi sistemi 1,11, 
(53o e 3i) si ritrovano l'eq.* finali respetti ve. 

C) Moltiplicando la a.- eq. j«ry onde ridurla al grado della r> ptliff* 
« un'eo, fi^le di 9 .« grado, affette dai fattori estranei x.xU 

• » * .1 • . 
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.. (D) ) C(r)^( / A-^')(G) ; (§3-cit.); 
e qualora si abbia il sistema 

supponendo per brevità 

ql—qt'^ Y,ps-p s--M : si giunge all'eq. fi- 
nale 

(AB.C)+(AB-C')'DE-rAÈ-C)(AF-CDXnf)+CE> 
2(AE-CG)[(CF + BD) +( AF-CD)(CF-} *BD) i j+ . 
(BG+CE)[(AE+CG)^(AF^Crr ; (I3E^FG)]--o. 

Tali a; ; punto sono le forinole Newtoniane s 
e le ultime due non si ottengono Con alcuno 
de' metodi sin qui scoperti* 

* §. 533 NI Met. Euleriano (Acedi Beri. 1 764 \ 
Sieno l'eq.' 

Dovendosi queste verificare insieme p^r uno 
stesso valore d'y', che sia per es.°j ( . si lia 
necessariamente 

Quindi 

♦ 
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Fatto il confronto de' termini simili si ot- 
tengono eq. 1 di i.° grado fra (/w|n)-2 
elementi ignoti, che soncr P,Q....V;P',Q'....V'. 
Si effettui la eliminazione di questi , e rimar- 
rà un'eq. fra i soli coefficienti p J (]...V)p\(j\..v r , 
la quale , siccome coesistente con la condizio- 
ne che y— y t sia comune fattore dell' eq. £ date, 
è l'eq. eliminata. 

Questo metodo preferito da Lacroix (Traité 
de Cale. Diff. et. Int. T. I §. 192 ) ha U dop- 
pio difetto di esigere un calcolo molto labo- 
rioso, e di condurre a dei risultamenti affet- 
ti da fattori estranei , più complicati di quel- 
li del Met. Newtoniano , a cui per inavverten- 
za si volle dal Geometra Svizzero male spro- 
posito sastituire. (*) 

* «. 534 IV Met. Euleriano (Accad. di Beri. 
1748) Sieno l'eq. 1 

y 9 +PJ^+Pjr~--+P*=o • • • • IV 

^MV~~Ky~- .+«.=0 .... v 

La loro coesistenza richiede che ogni valo- 
re d' y soddisfacente alla 1 .* , che indichiamo ^ 
per 

(r-«.)0-«.)(y-^)-(y- a -)= o (4) 

■ 

n* eguagli uno della 2/ , ossia d' 

(r-«.)(r-0(y-«»)-"(y- <, .) =0 -( 5 ) 

(*) Può vedersi un' accurata discussione di questo Met in Una Mem.» 
dtl dottissimo Geometra Casali ( Sdc. ItaL T. XVI. p. *8«, e seg. ) 



Digitized by Google 



269 

Ma verificandosi una delle ipotesi 



, a t j — * % y et $ , . . . . — j o 9 

y—a t soddisfa ad ambedue le proposte , e lo 
stesso avviene A 1 y=a % se aj= » t 9 ovv. = * t , ec. 
lo stesso d' r— a s se « 3 — , ovv. =*, , ec. ec. 

Dunque V eq. finale in x , perchè dee com- 
prendere tutti i casi possibili , e soddisfare a 
ciascuna delle indicate combinazioni , vien som- 
ministrata dall' eq. (5) sotto la forma 

. j[(«.-».)C <? .-*.)».(o,- a .)][( a .-*.)(«r*.)-(«.-*.)] X 
«j[(«s-^X^J..<«,-«JlK-«.)(«r*.)."K-0]X 

• (• • • [(«.*.)fa.^0«(«.-*.)]=» 

■ 

e perciò ad 

f (a:+«.ar+».a»"*..4^) 3 

Si ha una formola simile ed eguale alla prec. 
sostituendo successivamente per 
y nelleq. (4) e facendo il prodotto 

' (*.>r^j ) 

prodotto la cui identità con (L) si scuoprè os- 
servando eh' esso non differisce da 
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[(*-tf,)(*r* 9 )(*r^ 

• • • E( a «;^)(*u-^)-(*«*«,)] 

e che le funzioni comprese nelle respettive 
sgratìe coincidono eoa le colonne - i. a , 2.* , 3.* ec. 
delia turinola (,/,) purché si scrivano 1.' una so- 
pra l'altra tut^.Je/'fuiuioriicofiipre^ in .cia- 
scuna coppia di stratte. V , 

Veduto il prospetto ilelk operazlMìi eh*? co- 
stituiscono 1' etj. liliale ili d' uopi) i}iulvwcÌH&- 
ne la forma definitiva , per lo che a c iascuna 
funzione .simmetrica-, delle- ignota risolventi a l , 
a % ec. se si adopera la.(L)" e -delle i-r^te 
? t ec. se si fa uso della (Sì), si d e s< s'iruire 
la sua espressione .per w.,.^.^ m (M).*per 
p t ,j\ ec. in (L) .-calcolo relativo al (j. 498 e ' 
sempre eseguibile , ina molesto assai M imba- 
razzante anche quando la y non oltj-opassa \\ 
3,0 grado- nelle ^proposte, * ' 



La formola (L).si riduce srd a * 

. , - ■ ' • • t • 1 1 • «' ' 

a perchè a^-u^-p, , a f a,— Piì a^a'^jK -zp. , ■ 
equivale a 



pq, che -fai «k!o (53o) iP/),,^-/',; 
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p\=ii , r/— v„ , r'= ■— coincide con quella dei 
cit. 

Se yVtf VtfV»- ° , y 5 + w «r+^r+v 3 ^o , 

si ha la (L) sotto la forma 
e mediante la sostituzione di 



i >P*>P*>P* per r,,y; ì,^; a V ,w s per /;,</./ v, 

» • > ■ 

nelle formole spet tanti all' eq. 1 cubiche [ 55i ] 
riproduce l'eq. [G] [§. cit.] 

Questo metodo, quantunque fondato sulla 
vera^ metafisica dèlia' .eliminazione , ha il di- 
savvantaggio di condurre per una via molto . 
più difficile e laboriósa ai medesimi risulta- 
mene dql Met. Bczoutiano , il quale altro \\\ 
sostanza non è che un artifizio analitico. Vii 
semplice' artificio è dunque talvolta preferibile 
ai metodi pitìr ptófbrklamente immaginati. 

§. 535 V Met. di Lagrange [De "la JRésoU 
<fes r nùtnér. p. 127]. 

La 2. a _eq. del grado n (~ò<:m r maissimo* 
esponente della i. a ) si moltiplichi per 

*-*fr « ,,, ^+T a >-\..+T ai _ l j:4-T ai : * 

Dalla risultante del grado ///+//— 1 si eli- 
minino, mediante la. j. a dell' eq.* date , le po- 
tenze , . 

ni* V* V • 

: , m : ' 

i coefficienti che nefl'eq. residuale trovansi af- « 



Digitized by Google 



272 



fetti da x™ - ", s*"" 4 , . . . % , facciasi eguali a zero: 
da tali eq. 1 , tutte di 1 .° grado , traggasi 

t »•*"»-, » e sostituendone il valore nell' 
ultimo termine della risultante di cui sopra, 
si avrà leq. richiesta. 

* §. 536 VI. Met. di Lagrànge. Posto -L per y 

x 

nell'eq". IV del §, 534 e divisa per r° l'eq. 
V.siha 

y •••+«,.]+ 

, r . . . • l+JMi*l ••+«»*>+ 
log. [ , w"]=- . . K] + 

[ ec. ec. 

* 

• •• •(• vA-H».*:-+f.«:)][=iog.(w.)]=-* 

• ■ • • - 

* . • +«lh- [=(499) 

v J (»!+<+*:... + » j „)(a: + «: + 4.-+«i) «■ ) 

Questa espressione di log.(M,) si rappresenti 
p-r -f e si avrà (M.) )— i -P+'AP - ^'—(n) 

• r . . 
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dove il 2.» membro è limitato, perchè, attesa 
la natura delle forinole (L), (M) (dalla 2.» del- 
le quali la (M.) non differisce che per Ja sostitu- 
zione di ~ , £ ec . in luogo di *, , , % ec .) , \ 

termini ond'è composto non possono conte 
nere alcun prodotto di P, ,p, ; . . . p m , di una 
dimensione >/i;nè alcun prodotto di « , m 

la cui dimensione sia Infatti 'neJio 

sviluppamelo di (L) , oltre i prodotti del "ra- 
do massimo m di », , », ec. non si hanno°che 
delle funzioni simmetriche di a,, a , ec . le qua- 
li si esprimono per Pi , p , ec. Cori eguale facili- 
ta si vede che nello sviluppaniento di (M), 0 1_ 
tre ì prodotti del massimo grado n di'» v 
ec. non vi sono che funzioni simmetriche di 
», , *, ec. esprimibili per «, , », ec. Ma i due 
sviluppamene sono identici: dunque ec. 
Sieno date per es.° l'eq. 4 

1 -t>..r + p,y=o , i -f-^.« 2r= 0 . 

/• .r* 

Subito si scuopre che si ha 
P ^PM»r+»X2PrP'H5pj>w, + (prì' 

f-fe^MMO.".)', f =o , p'^o, ec.' 
e che l'eq. finale è 

i-p.»r2p.».+py.+»:p,+py-p iP u iV = 0 M 

cioè (p.^~p,)(p, v - Ut )-( l -p mV y^ 0j 

eq. che derivasi dalla formola 
Tom. ///. s 
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ÌPQ -/«X*tf — r «) ~ (pr-prp=o ( 53o ) 

purché vi si sostituisca p^p^—i per p ,q >r\ 
ed i per //, 7', r. 

Se l'eq. 1 sieno cubiche le forinole VI , VII 

divengono 

con un calcolo molto laborioso si trova la for- 
mola (IN) composta di 104 termini riduttibili 
a 04 , e che dopo le riduzioni , sostituendo 
Pt<] y r s s per p>;p % ,p t$ ~-i \p\q\r*,J per 
i,w — o>, , riproduce la (G) del §. 53 1 Essa è 
dunque uno sterile ornamento della scienza 
algebrica. 

* §. 537 VI Met. di D'Alembert. (Enciclop. 
Art.. Evanòuir) Trattandosi di risolvere l'eq.* 
(II) (533Ì suppongasi ;?i>w.Se fosse m^=n si trar- 
rebbe y m dall' una e dall' altra , e si assumereb- 
be Peq. del grado m—\ , proveniente dalle due 
espressioni d' j n4 , unitamente ad una delle pro- 
poste. Sieno (*) la i. a e la 2. a delle (H)f sin- 
dichino per q . q t , q % ec, 1 successivi quozienti, 
per r,r é ,r % , ec. i corrispondenti residui, de- 
dotti (5i) da (a) : (/S) e sieno , [i j , /^ec. i re- 
• spettivi coefficienti (cognite funzioni d'x) del- 
la massima potenza cì'y in r,r s ,r, ec. L'ap- 
plicazione del cit. metodo dà il* sistema 

K^r^+r. > • • • • . U.(O) 
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e da esso apparisce che due valori x~ x t ,y=y 
•i quali verifichino [(«)- o , (j3)=o] debbono 
verificare la r~o ; che ((3) , r non possono 
andare a zero senza che ciò succeda di r t e 
così fino ad r a , residuo indipendente da x. 
Deriva dunque dalla natura del sistema (O) 
che due valori % , y t , non possono soddisfare 
ad («O^o^, o, senza che facciano lo stes- 
so per rapporto ad r^—o , r Q =o ; perciò le 
soluzioni elei probi sono tutte • comprese fra 
quelle delle due prec. eq." : la 2. a determina i 
valori d' x : sostituiti questi nella i. a » eh' è 
della forma Mj-f-N-o , si hanno i corrispon- 
denti valori d ? y. Trattisi per es.° di risolvere 
un probi, dipendente dalle due seg. eq> 

pj + w + nr— *=o >py •rqy—r—o* 

Divisa la i» per la 2. a si ha 

v P P P ) P P 

è la divisione della 2. a per r da V eq. finale 
in x , 

* * 

r> r V^4 (wtì y -%] r °' 

p p \ p / p p p 

Lo stesso metodo applicato a due eq. 1 cubi- 
che in x ,y ( 53i ) dà . 

£ / Gì—o dove (G) è l' eq. in x del §. cit. 
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Se l'operazione fluisce con r, l'eq. 1 i^o^saO 
possono coesistere con o e con /*— o ; per- 
ciò l'eq. finale comprende anche le risolventi 
di (m~o. L'ultimo residuo essendo r, l'eq.* 
r ^o 5 r^=o possono coesistere con f*,=o; e sic- 
come' ad o,r,=o può corrispondere t*~o , 
l'eq. finale trovasi affetta dalle risolventi di 
tt = o.fA-^o; ec. Dunque l'eq. finale r^oè 
modificata da fattori estranei , e 'per depri- 
merla al grado che le conviene fa d' uopo di- 
viderla per f*.fv/* 1 » 

Quando anche r t può dividersi per r la ó. a 

delie. [O] è della forma pr=/y,-f r . e si ha fi" 
in vece di si avrebbe p in vece di f*.fVM. 
se si potesse adoperare lo stesso divisore rper 
tre divisioni consecutive ec. Si sostituisce \k\ a 
Hi .H t quando r„ è due volte divisore, ec. ec. 
Potendosi fare doppia divisione per r si mol- 
tiplica [0] per f*" e si divide pel i.° termine 
di r la somma de' due primi di f*[(ò] . Osser- 
vazioni analoghe valgono per le operazioni 

susseguenti. 

Avvertasi che quando la 2. * divisione per lo 
stesso divisore può effettuarsi senza modifica- 
re il dividendo con un nuovo fattore, il fat- 
toré prec. resta lineare. Se per es.° il i.° ter- 
mine di r\ può dividersi pel i.° di r si ha p 
in vece di j*.**, * di Si prescinde da qua- 
lunque moltiplicatore ausiliare di [«] perchè 
il coefficiente del i*° termine di [*]==<? e [0]=o 
può sempre ridursi all' unità. Passiamo a mo- 
strare con gli esempi che il sistema , 
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soddisfa con la massima semplicità e spedi- 
tezza all'eliminazione fra due eq.' in x , ^ , e 
che la 2. a del predetto sistema è preferibile 
all' eq. finale risultante dal metodo Bezouliano. 
Sieno [ 53 1 sul fine] l' eq. 1 

Fatta la moltiplicazione di [*] per 3x si 
trova 



^jdà r=[3x-3ax+%+3x 4 -3ax'-kr: 
e \Zx % —'òax J rb'][p\ somministra 

r^Sbx'y-b (3x'-3a*-|- A) . 
Dividasi [3x 5 — 3ax+£]r, per r, onde avere 
r,=27* , -36ax 4 +9a*x -6o£.r-f b"=o eq. del §. cit. 

e si otterrà lì ossia 1 — ox-3ax4-l>=o. 



Resta che ci assicuriamo se 3x 5 — Zax^b sia 
un fattore estraneo , e tal verificazione ci ser- 
virà a riconoscere l'erroneità di una proposi- 
zione ammessa dagli Autori (*) che l'eq. fi- 
nale risultante dal metodo di Bezout abbia la 

C*) Lacroix: Traiti da Cale. THff. et Int. T. L p. 3*4- Costali Af«m» a 
sulla tliminaz. Soc. lui. T. XVI ; ce. 
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prerogativa di essere scevra da ogni fattore 
estraneo. 

Facciasi per comodo a=i , b=3 , onde 

y— j+x — x=o , xy'+^V— ■ l =0 . 

Si ha fft=3jc*— 3x+3=0 , cioè a: 5 — x + 1=^=0 
ed in forza di questa la i. a eq. del probi, si 
riduce ad y— y — 1 = 0. Affinchè if fattore 
* 5 — ,r-(-i non sia estraneo bisogna che i valo- 
ri d' x y y -> ricavati dall' eq. 1 

x— x4- 1 =0 , y*— r — 1 =0 > 
soddisfacciano ad xy'+x'y — 1 =0. 

Essi, prescindendo dagl' immginarj , sono 

y=yl+ ± >i>\/* + y/'k-*hV*=-x (*) 

dove «=— \ e la sostituzione di — jr per y 

in K^*+xys=i dà x 5 — x*=i. ; dunque il fatto- 
re sopra indicato è assolutamente estraneo al 
probi, e però ec. 

L'eq.* da risolversi essendo 

r+[ i 4*y-[*+**]y- 1=0 W 

/-fxy— x+* *— a**a , [P] 

la solita operazione dà f*=i -hr,f* =-i+- r * 

r B ^(2x-)-x 1 )/+ (jr+ax -jr 1 -1 ]f-x*-{-x *-2x— a , 

(*) Basta combinare ( $. 448 N«ta) l'eg,y{sSg con (y t-s) s -4X*^ J^V*zP*» 
ossia y-za ^ (s , -V«tP S )* 
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r,=[5* 8 -f-7 X— 1 ]y-2 X*-2 * 4 -{-3x*-2 **-6x-2 ; 

]' eq. finale r$— o è 

4x ,f +2 x"- 1 9 x'- 1 4x* + 3 1 x 7 -j- 1 1 x - 7 7 x'- 7 1 x 4 
+29 x*+67 x'-*-32x+5=o , 
e dividendola per [ 1 +x]*[=f*|x] si ottiene 
4„c 9 -6.r*- 1 1 o: 7 -h 1 4x 6 + 1 4 x-3 1 x ,4 -29X 3 - 1 Qx*+ 
22x-\-ò=o , 

una cui risolvente .r^— 1 sostituita in r.=o 
dà ^—1. Difetto il sistema x^— 1 1 veri- 
fica ^e proposte 

Se il probi, dipende da tre eq.* in x,y,z, 
si elimina sino al 1 . Q grado un'incognita fra due, 
per es.° a* , x l ee. fra le due prime , ed ottiensi 

M,x +N == o . . . ( J ) e fra (0) , (I ) si deduce 

*(y **)=*>....(•) 

Il valore d'x tratto da (i) si sostituisce in (?)on- 
de avere una 2. a eq. ^(y , <z)=o..,(£) : tra (e) , (?) 
si elimina una delle y , z , la 1 .* per es.° e si ìia 

Mjr+N =0 , F(i)=o , 

dove M t , N. sono funzioni di z. Sia F^z)— o 
la F(js):=o liberata da'fattori estranei, e la solu- 
zione: gel probi, non dipenderà che dall' eq. 1 
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Sieno 



x'+zyx-ìry^zyz^z*— Z= o . . . (a) 

x—yx- J ry % —yz—z % -\-\—o . . . (/3) 

x*— jsx + 2j*— ^z-4^+^-|-2=o...(y) 

3yjc — jcy-[-2x*— 4=0 . . . {$) 

e però M t =3j , N,-= — zy-|~2z" — 4 ; 

e sostituendo 1* espressione d' x in (0) , 

9r 4 -i 2z/-(2^ + 3)j %(8^4z s ) r |4z a (^-4)+i 6=o...(f) 

Si elimini jc fra (?) e (J) onde 

(2 z 5 -4z)y+4z-(^-4)+i6 =o . . . (0 

e poiché si è dovuto moltiplicare (y) per 
gy n (=fx*) 9 i fattori estranei restano compresi 
nel sistema [ y m =o , e (3)] che dà (z 1 — 2/=o. 
Eliminata la fra (J) , (e) , e soppressi i nuo- 
vi fattori estranei, si trova l'eq. finale F(z)—o 
sotto la forma 

■ 

5 1 4* ,6 - 1 1 9 oz"-6 1 34 z*\ 1 2 7 9os ,5 + 32o57 * M -5 7 9 3oz" - 

9 6l 87 S*}.! 43320 3% 1 8 1 68oz -2o 9 36oz 7 -22 1 1 282% 

1 809602+1 68688z 4 -.85920jz s -73264z* + i 7280^1 3824 
=0 ; eq. che divisa per (z a — 2)* si riduce a 

5i4z 8 -i 1 9OS 7 -2022z 6 +327OZ l +3545z 4 -32lOZ , -285lZ , 4. 

1080Z+864— o. 

I respettivi valori di M.,N, sono 
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-i 2o8z"^.24723 ,, +72872 , -q6o6z*-i 6483z 7 4.i j 7002* 4" 
i6362z'-4752z 4 -576oz 1 ; 

3o2o8z*+2 j 096Z 5 + 232o8z 4 ~ 69 1 2( s*— 2") (*) 

* §. 538 In ogni termine della forinola (L) 
i coefficienti w , «, etc. formano insieme la di- 
mensione m : in ogni termine della (M) p,j\ 
etc. insieme formano la dimensione n : rna 
(L)— (M) identicamente; dunque ogni termine 
dell' eq. tinaie insieme comprende v . «, ec. alla 
dimensione m , e p ,p t etc. alla dimensione a, 
e si può stabilire: (**) 

Teor. Che ogni termine dell' eq. fin al e .pro- 
veniente dalie IV , V j ( 534 ) è della dimen- 
sione m+n per rapporto a p,p, ec. ( ec. 
n essendo la dimensione de primi , m quella 
de* secondi. 

Abbiansi per es.° I'eq. 1 

La forinola (M) è nel caso presente 

(j>*,+p/.-\-p. " , ^PiXp'l J rP,<' S rp. a .-\-Pi) - O 
e si riduce a 

/ , X*I+m( a > 5 .+ a ^!)w.( a . <, '!+*!*.)+m( a '+*')-'- 

- • • » . , . 

(*) Può vedersi nel Ciorn. della Se. Politec. un'ingegnosa Mem* del 

Geometra Bret , Prof, di Matem. ca in Grenoble. . 
(*) Si suppone il i.« termine dell' eq. IV. (534) affetto da p, il i.* 

dell' eq. V.* da 0 . 
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^D'altronde (496 e 499) 

— , — , « t +*. ; — ' 

I 

Dunque l'eq. finale è 

Teor. Posto che la massima potenza d' ,r 
compresa in un coefficiente qualunque dell' 
eq. IV (§. 534) sia x mt ,e che sia * n/ in un coef- 
fidente qualunque dell' eq. V, il più alto 
grado dell' eq. definitiva , risultante dall'elimi- 
nazione d' y fra V eq. IV , V , è =mn. Dim. ne 
Per fare V ipot. la più svantaggiosa si suppon- 
gano p t , p % etc. , w f , ». etc. della respettiva 
forma 

* + /3.r \ y +}x±e %\ etc. ; *'j$x , y'\$%±e'x\ ec. 

L'espressione di s n risulta del grado h in xj 
quella di «y„, p (5oo) del grado n+p ; quella di 

* M ^1 grando " +H~<7 , ec. . 

IL prodotto degli fattori della forinola (MJ 
è composto di due classi di prodotti parziali , 
la 1 » delle quali comprende 1 termini 
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la 2.» i termini la cui formola è 

PrPr'Pr»- ' ■ J>> ^ C""'"" ^ C 11 )' 

Ma la massima potenza d'a: in (Q) è =mn ; 
in (R) 

s= /7w. Dunque 

Teor. ò'e contiene a. m e non x^"', se w m 
contiene x n e non * n * ec \,/7 ^ alto grado a IV 
eq. finale , proveniente dall' eq} IV , V , è— tari. 

§. 53g Tre sono le principali applicazioni 
importantissime della teorica spettante alla eli- 
. minazione. La prima ha per oggetto di libe- 
rare dalla irrazionalità Una data eq., del che 
si diede un es.° sul principio del presente 
Capit., dove V eq. finale altro non è che una 

razionale trasformata della f~ya^*yx. 
Sia ^x+\ff=Vx'+a< 

Facendo V x^t s sly*=u , V* s ==v s la pro- 
posta diviene t-^u^v-^-a , e si tratta di eli- 
minare t,u J zr 9 fra Te quattro eq. 1 

.• j?=t , y =u y x ~v 9 t-f-u—v-jra. 

Dalla 4» t=;(v+-a-uj: ma t*=x 9 9***x*: 
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dunque x=x'— 2uv-{-2av-2au-\-a-{-u: 

. ]• x—x 4 lau—a — u 
quindi v = , 

ed x (=» ) - ( J . 

Pongasi x—x*— a—p> , e perchè u •= si avrà 

d'onde k - ^^r>^^4&»^ (g) 

Non resta che moltiplicare per u 9 e sosti- 
tuire y* in vece di u 5 per ottenere 

»_ 4(x 8 -fl'+ fri»— <m V+(4 g V-')" 

y*—J\a^8ax 3 

espressione che paragonata con quella dell' eq* 
(2) somministra 

4(s 8 — q'+'A» giQy*4-(4aV--V)K 

= 4x s -4«+2fA 

cioè un'eq. che dà u in x ed j. Trovata l'espres- 
sione di u si ha quella di u dall' eq. nell' eq. 
(i),(2) e sostituita bina e l'altra nell'eq. (i) 
ne proviene la richiesta eq. razionale in x, y. 
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- §. 54o La eliminazione serve a togliere due 
o tre termini da un' eq. affetta da un'incogni- 
ta ; purché il suo grado non superi il 4.°° 

Avendosi x s ^p X ^~ Q ^ 
si ponga r-0 )'; e si deduca 

tf ,= = + *) (0 +r ) • 

Cosi la proposta diviene 

(*'+p+Pl-y)x-\-*(fi-\- y)-i-tf=o : 
e dà x^- Z<g+y>g ; 

sostituendo in (1) ottiensi 

che diremo y'4-Ay*+Bjr+C=o , dove 
A =3/3+2,, , B-3^*+ (W+*')p-3*<j+p\ 

Per fare sparire il 2.° ed il 3.°- termine si 
ponga 30+2,»=o, cioè e sostituito 

3 

3uesto valore in B=o se ne ricavi il valore 
i 4. L'eq. a cui si riduce B=o è 

Trovato « e 0 si ha y dalla ^'-fC - o, 

« poi -ìj~^rr L • 



Digitized by LiOOQle 



286 

Con lo stesso metodo si tolgono due ed an«* 
che tre termini da un'eq. di 4° grado. 

Per rapporto ad x*-\-px*-\- qx-\-r=o 

si fa x 5 ~*x ft +£x-f y+y , si ha la trasformata 

«,0,7, si determinano per mezzo dell' eq.* 
Ar=o , o ,C^o , e si trova che una delle 
a , fi , y s dipende da un'eq. di 6.° grado , la 
quale per nitro, come Lagrnnge ha dimostra- 
to, può ridursi al 3,° Noi crediamo preferibi- 
le la eliminazione de' termini 2.° e 4- ft P er niez ~ 
zo dell' eq. 1 4=o 9 o , nella i .* delle quali 
,y , sono al i * grado , al 3.* nella 2, a 

Il met. prec. deesi a Tschirnaus ( Atti di 
Lipsia an i683 p. 204) e non è di alcun uso 
per l' eq. 1 di un grado superiore al 4- 9 ? poiché 
una delle indeterminate si trova dipendente 
da un' eq. più elevata dalla proposta. 

§• ' 54 1 Quando si ha un rapporto fra le 
risolventi di un'eq. la eliminazione s^rve a 
deprimerla, 

Sia F (* u n )—o il rapporto assegna- 

to. Siccome questa eq. dee coesistere con ■ 

ti+Pf7*à*=o. > <^r , ec^o..^Z{p t ^c.--=o 

se si eliminano fra due sistemi diraeq. 1 com- 
putandoci la F -o , tutte le , *< ec. a ri- 
serva di una stessa risolvente a ro _ u ^ le ri- 
sultanti, che sono della forma «^r.^ec^o 
e coesistenti J debbono avere un divisore ' 



Digitized by Google 



287 

mune , che fatto =0 determina * • deter- 
mina anche un'altra risolvente ed è per con* 
seguenza di 2. 0 grado , se due di esse modifi- 
cano in egual maniera la F=o y e cosi in seg. 
Due altri sistemi di k eq.* , scelte come sopra, 
conducono ad un risultamento analogo. Divisa 
la proposta per ciascuno de' divisori si hanno 
altrettante eq. £ depresse; l'eq. 1 costituite da' 
divisori danno le risolventi. 

La o sia per es.° h e la pro- 

posta x § A-pf+p* r+p a =o . 

Siccome il rapporto dato è affetto da due 
risolventi s'istituiscano l'eq.* 

Si elimini a % dalla 2* con sostituirvi 
h ~^* 1 > e si cerchi il fattore comune alla ri- 

k 

sultante ; 

(A 5 f A >,A-+A >.A+A o 

ed alla 1.» dell' eq. s (1) . Questi darà * t . La eli- 
minazione di u % avrebbe dato a,. 

Se k=r k' 1' eq. finale, proveniente dall' eli- 
nazione di a t o di *. , è la stessa , ed il fattor 
comune sollevasi al 2. 0 grado. Infatti nell' ipot. 
anzidetta non evvi ragione per cui il fattor 
comune dia una risolvente piuttosto che l'altra. 

§. 542 Prima di accingersi alla eliminazio- 
ne fa d'uopo esa mina re T'assoluto ed il rela- 
tivo significato dell' eq. 1 , perchè se una sia 
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superflua il probi, è indeterminato , se contra- 
dittoria impossibile. Cosi pel seg. 

Probi. Trovare due n.* tali , che il triplo del 
i.° più il quadruplo del 2. 0 faccia 6, ed il i. # 

pia del 2.° sia —2 , si ha 

9 

é queste producono l'identità i8-i2/=i8-i2y, 
La ragione si è che la 2. a equivalevi triplo 

della i. a # 
Se trattisi di un probi, espresso col sistema 

[ax+b y )(jnx\nf)±c d=c(mv±ny)+d(a.v+l>')r) 

eliminando si giunge ad un' eq. identica , e 
ciò perche le proposte sono affette dal fattor 
comune nix-\-nr—d. Il probi, per altro non è 
indeterminato s e soppresso il predetto fattore 
r identità finale sparisce. 

Si ha 1' es.° di un probi, impossibile nel si- 
stema contradittorjo 

che facilmente si ravvisa equivalente a 

\ox— 35-^i5j * icx=22— i5y. 

Un probi, è inetto quando una parziale 
condizione immediata mente lo risolve: tal è 
il noto probi., male a proposito ricavato dalla 
greca iscrizione scoi j ita sul sepolcro di Dio- 
fan to , e riportata nell' Anatologia, iscrizione 
che crediamo assai ben tradotta nirseg. termini. 
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Iddio concesse a Diofanto di entrare nell' 
„ adolescenza f *) alla sesta parte della sua 
„ vita ; diede alle sue guance il fior giovanile 
„ aggiungendovi la duodecima: accesa, sette 
„ anni dopo, la face nuziale, gli concesse, 
„ allo spirare del 5.° anno , un figlio , che fu 
„ dalla morte rapito mentre compiva la metà 
degli anni paterni: il padre, efedito sempre 
„ alte Matematiche , con cui mitigava il do- 
„ lore di tal perdita, gli sopravvisse quattro 
., anni. 

Non potendosi supporre che l'autore abbia 
preteso di attribuire alla fanciullezza di Dio- 
fanto un periodo discrepante dalla comune 
opinione , convien dire che anche in que' tem- 
pi l'adolescenza cominciasse, come presso g'i 
antichi Greci, col quattordicesim'anno, ed in 
tal caso il sestuplo di \l\ dà subito 84 anni. 
Dunque l'addotto epigramma può riguardarsi 
come una capricciosa indicazione delle parti 
che costituirono l'età del geometra Alessan- 
drino, non mai come un probi.,. giacche non 
presenta alcuna verità recondita da rintrac- 
ciarsi , nè , secondo la greca definizione , nul- 
la propone da farsi e da costruirsi : Problema 
est propositio in qua aliquid proponitur facien- 
dum et construendum (Pappo : CollecL Math. 
Liò. Ili) (*) 

(**) V epigramma t com* ella ben riflette , ( co^l il Chiarisssimo Sig. Ce- 
sare Lucchesini , in una tua ornatisti ma lettera a noi diretta) noa 
• presenta più un problema , giacché entrandosi nelV adolescenza ai i4 
anni , subito si vedi che Diofanto visse anni 84. 

Tom, III. t 
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GIUNTE E MODIFICAZIONI 

da unirsi a quelle che trovansi sul fine 
del 2.° tomo per formare un più 
comodo e definitivo supplemento 
al primo. 

iSi riformi la pag. 20 dopo la parola som- 
.„a della lìn. i/f, nella maniera che segue: 
e la somma, in cui debberai separare con la 
virgola verso la destra tante cifre quante so- 
no "quelle del moltiplicando più una, soppri- 
mendo le ultime due , ed aumentando di 1 
r ultima delle rimanenti se la i. a a sinistra 
delle cifre soppresse sia >6 (*) , darà il prò- 
dotto richiesto. Ecco tutta l'operazione onde 
ottenere compendiosamente il prodotto 
o , 424623X0 , 225344 con quattro decimali 
esatte 

0,42462 

3522 

84924 

8492 
2120 

126 

(*) Gli autori dico»* *> là t.« delU cifrt »PP™' £l 
V acla è fallace , e tale si scuopre anche nel prodotto ^34646 per 
T ove si vociano esatte quattro decidali, JKnchè ti prodotto 

coatend oso è 0,1^7*1 vero c^f^^f^^X^l 
g3are com' eccezioni que'cd in cui r ultima delle cifre , «db tette 
s, trova esatta, quantunque gliene succeda una , come nel ap. 
propinato prodotto di o,o538534 per se medesime, che 
Poiché V aumento sopra indicalo porge un valore più vicino a vero, 
e lo scopo di qualunque operatone aritmetica si è quello di avere 
coi minimo dispendio 9 di fatica e di tempo U massimo rigore pos* 
bile nel iiiultamenLo finale. 
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Ciascun prodotto parziale esprime millione- 
sime , cioè un n.° decimale le cui unità occu- 
pano il 2.° ordine, dopo quello dell' infima de- 
cimale esatta die vuoisi nel prodotto totale , 
e questa osservazione , siccome può applicarsi 
ad ogni caso particolare, costituisce la ragio- 
ne della regola (Seguono le ultime cinque 
linee ) 

P.74— i3...è pari è uguale 

77—3 =1 — 1 ed =0 

• « 

—4 ^=246 ^=246 ed =36,y=23,=4. 

P. 93—6 ... e l'equivalenza del j.° membro 
al 2. 0 , cioè a 2 m — 1 , si verifica facendo ra— 2.3 
ec. Si proverà con un metodo rigoroso nel §. 65. 

94 — lin. ult. Probi. Posto che in una serie 
di m elementi a t , « s t a% » • • • . a m si varj 1' or- 
dine con una data legge ch'estendasi a tutti, 
si cerca il n.° delle variazioni ed un facil me- 
todo per ottenerle. 

Sia per maggior chiarezza 

Serie primit. 
1 serie variata 
a.* serie variata 

3.* serie variata 
4-* serie variata 
serie primit. 

Scritta la 2. a linea che costituisce la legge , 
si passa alla 3. a come dalla i. a alla 2. a , collo- 
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cando a. sotto « 5 , giacché V a, della 2.» linea 
sta sotto \'a t della cosi scnvesi </, sotto 
a poiché IV/. della 2.» linea .trovasi sotto IV, 

della i.» e cosi ec. 

Se °-li elementi sieno m , ognuno vana m 
volte' Si sito . e siccome ciascuno di questi 
è diverso dagli altri , il n.° dello variazioni 
e-ua-lia quello degli elementi. 

Sf avrà occasione di vedere a suo luogo che 
la teorica del presente articolo ha un essen- 
ziale rapporto con la generale soluzione dell 
equazioni, argomento discusso con singolare 
profondità dal Chiarissimo Sig. Cav . Rufjiru 
n un opuscolo che ha per titolo - Riflessioni 
intorno alla soluzione dell' eq.^ alg. gen* (Mo- 

Essendo l+W « { elem ? ntl 

riacciono ad una legge L , / ad una legge L , 
ec la variazione dtcesi composta ; ciascuna 
delle leggi L , L', L", ec. dà respettivamente 
IT r ec. variazioni , ed il total n.° di esse 
è* ec. n.° dove si debbono però soppri- 

mere tutti i fattori semplici dW.f,/ ec che 
si trovano ripetuti ne' -successivi u. 1,1,1 ec. 
e deesi tener conto della sola massima poten- 
za di uno stesso fattore semplice. Cosi se/=2, 
/_3 12, il n.° cercato e ^-2.0. 11 pro- 
spetto' dell' operazione diviene però sempre più 
complicato a misura che ci allontaniamo dal 
casoni una legge semplice , * per soddisfare 
ai quesiti che*?a natura "^V* 
risei, è necessaria la traccia di parecchi pi m- 
cipj , che i curiosi potranno rinvenire in un 
amplissima dissertazione del S.g. Conte Para. 
dJ (Soc. Ital. T. -XVIII) Profitteremo nel to- 
mo 4. 0 dell' analoga Meni» di Couchy. 
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101— 4 di fon. (Aggiunga) 

m 

Le ipotesi per cui lo sviluppa mento di (1 ^.z)^ 
riducesi al caso dell'esponente intiero sono ni =i 9 
m —fim : ma la formola (2) della pag. 99_quan- 
tunque induttiva, adequa tarnente esclude qual- 
sivoglia potenza fratta ; dunque se l' espressio- 
ni, 

ne di (ì-j-jz)"^ può contenere un termine 

r 

a p z T , il coefficiente o p dev' esser tale , che 
svanisca quando m 4 —\ e quando m—fim^ per 
conseguenza della forma (i-m / )(m-,a/w / )F(m^m / ), 
dove F indica una funzione di m ed m t . Or 
questo è assurdo, perchè 1 indeterminata /x 
produce un indefinito n.° di termini diversi, ed 
indipendenti dal particolare valore che si sup- * 
. pone asvsegnato ad ni ed m / , e perciò estranei 
alla potenza proposta : dunque il termine 

r 

a p z' non esiste. 

102— 6. Ciò posto si faccia (dicasi) 
Ciò posto s' istituiscano l'eq.* ipotetiche 

che il risultamento finale dimostrerà ammis- 
sibili s qualora porga immune da incongruen- 
za una completa determinazione di <p ni e 4/ m ; 
e siccomè le addotte ea/ debbono verificarsi 
per qualunque valore di m, si può supporre 
m~m n il che dà 

>-\-y=V'. (*) 

P. io5— 15 si distingue... mal si distingue 

f) Ci asteniamo dal supporre (4*)' U/ = : <P per dedurne (ri*)'"'— 

n u) a ■** u/ 

poiché questa conseguenza dipende dal teor. a '.a e* ' , che afc- 
bisogna di rigorosa dim.»«» 

I 
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Con raggiunto ni male a si distingue , omesso 
nell'affrettata stampa del carticino (io5— 106) 
si allude alla soverchia lode, che l<acroix eFran- 
coeur, ad onta del contrario sospetto di Lagran- 
ge^Lecons sur le Calc.des Fonct. p. 17) pro- 
fusero alla dimostrazione Euleriana. Nemici 
d' ogni dissidio letterario , ci eravamo astenuti 
-dal pronunciar giudizio contro i citati profes- 
sori francesi, ma il rimprovero eh' è stato fat- 
to all'ambiguo contegno da noi tenuto , ci ha 
costretti a dichiarare apertamente 1* animo no- 
stro. Diciamo pertanto; i.° che Ì è un rotto 

sostituito e non supposto eguale adm,w,/?ec, 
2. 0 che la dimostrazione controversa , purché 
riducasi, com'è stato praticato da Francoeur 
e da noi , alla più semplice forma di cui è 
capace , non è nè falsa ne rigorosa : non fal- 
sa, perchè consiste in una legittima combina- 
zione di due principi veri e generalmente am- 

■ 

messi, cioè che (i-J-x) r sia una funzione dell' 
esponente , e che , per qualunque valore di 
a ,nijn 9 abbiasi a". a n = tf 01 " 4 "", principio assun- 
to anche da Lagrange (Op. cit. p. 14) come 
base di tutta la teoria delle potenze : non ri- 
gorosa perchè il 2. 0 degli anzidetti principi , 
più presentito che provato , è un primo ele- 
mento del calcolo , forse inaccessibile ad un* 
argomentazione diretta, e per quanto a noi 
sembra , essenzialmente congiunto con la for- 
inola del binomio. 

P. 107. innan. al §. 66. Stabilita la forma 
di / (p. 98 Un. 7) adequatamente dimostrasi 
il teor. della pag. 99. 
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Chiamando n t un intiero dato si ha il coef- 
ficiente del termine nf mo dopo il i.° 

• # 

m(m— i ) . . . . \m—(n t —\ )] , * 

1.2.3...-/». 

r 

quello dell' /i . esimo innanzi all' ultimo 

_ m(m— \)....\in—(m—n — Q] ^ ; 

i .2.3.... (wi— n,) 

ma (i)=(2) (vegga p. <ji) : dunque ec. 

Resta così assicurata l'identità fra il 2. 0 mem- 
bro ed il i.°nell'eq. sul fine del t 60. 

P. 108 . . .§. 68. Verificata con l'esposta di- 
mostrazione la legittimità dell' eq.' ipotetiche 

(1 -f z)^ —^ m J ( 1 -fjO"' -V , 

o »/ n+ b, 

rimane assicurato il teor. a™ . or* = # ~ . In- 

m 

fatti la formola (i+s)? necessariamente equi- * 
vale al prodotto di m fattori identici ad 

I r 

(i-f- 2)% perchè nelHpot.di m— 1 è {\^z^=p y 

<p.$.<p . . . (m voi ), il n.° m può spartirsi in 

due intieri m— n , n , ed il prodotto di m fatto- 

1 

ri della forma /( 1 -j- z )»/ non può essere 

m n 

= (i-}-£)^ senza che sia + 2 Y' il prodot- 
to di un minor n.° n degli stessi fattori : 

• ni m — n n 

quindi ( 1 -f z)»< = ( 1 -J-jz)"^ ( 1 -f-z)"' , e facendo 
m*~n=n 4 %i ha 
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come ec. 

125—3 di fondo. Si sopprimano le ult. tre 
linee e loro sostituiscasi ciò che segue : 

Supponendo V— i = A-J-BV — i si ottiene 
V-i=A"-B b +2AbV--i cioè À=rB=L, 
e però \-~i?=±JL (i-H V— i) ; 



formola che si ritroverà come caso particola- 
re (p. 164 sul fine) facendo b=o ed 0=— 1 . 
Dunque 

V-i(=Vl/-.M+~('W-»)r ■> 

e perchè t termini reali , come pure i coeffi- 
cienti di V— 1 , formano una serie convergen- 
te , basta rappresentare per A , B la respetti- 

va lor somma-limite onde avere V -i=A 

Quindi risulta . . . (segue la pag. 1 26 ma si 
cancelli quadratiche) 

P. 146 — Il calcolo si rende più semplice 
sopprimendo nella lin. 4 * 3 coefficiente 3 come 
si praticò per rapporto al coefficiente 2 nella 
pag. 1 29. Così spariscono le cifre 3,6 ne* si- 
stemi (i),(2) , (3) , ed i radicali ,Vi2,Vi8, 
nelle respettive linee 12.* , 18.* , 19.* i 
1 47 — lin. 9 . . . abbia un n.° di termini 
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gativi >3 dicasi il n.° determini negativi non 
sia = 4 «ovv. = 6. 

1 94 *- 2 ... . positivo positivo > 1 

— io .... <i <i nè =i* 

2o3 — 4 Per rischiarare questa verità si os* 

servi che nell'eq. \ a m = y non può supporsi 

altrimenti sarebbe Y« Bm — tf~ = « m — Y, 
cioè y potenza intiera positiva di una base fi- 
nita * , contro l'ipotesi: che V * essendo per 
conseguenza un n.° decimale indefinito) tale 

risulta \a m , com' equivalente ad (a~) m , poten- 
za intiera positiva di un n* decimale indefi- 
nito* 

209 — ult. Aggiungasi.... In tale ipot. si 
ha log. e—i , e facendo n— »/. n ec. =1 si scuo- 
pre che dev'essere \-\-n—e , vale a dire 
n=t , 71828 18284 . * . 

Resta così dimostrata l' esistenza di un va- 
lore di n soddisfacente all' ipot. ' ) 
n—'Unec. 

256 — 1 ... . Le ipot. n=i , 71=2 . *. , Le 
ipot. ai— 1 , n~ 2 , m~2 ; 
P. 278 — ih . . . . diverge . • ^ * convérga 



• 
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GIUNTE , MODIFICAZIONI 

e correzioni pel Té II 

P. 88-8. . . J_,== V. . >m- -L = 1 i 

2.3.5 2.3.5 i5 

<?,= »A c f - __i_c 3 + __J_ __ 

2.3-4 2.3.4-5-7 
i5 2.3.4 2.3.4.5.7 

2 -4-7+i . a/k _ 5*7 ^ 

2.3.4.5.7 2.3.4.5.7 

5 ? -'A. 35 - 



2 3.4.5.7 2.3.4.5 7 

»7»-55_ _? _ij 

2.3.3.4.57 3.3.5.7 3i5 * 
Cf±1*é r -Lc t M 1 c r 1 ___ 

2.3.4 2.3.4.5.6 2.3.4.5.6.7.9 

/« . - ■ ________ m. ^TTPC 

3i5 3.4-i5 1 2.3.34.5.6 23.4.5.67.9 

Fa d'uopo avvertire che l'ultimo termine 
( p. 88 lin. i" ) equivale alla somma di que' 
due che non sono affetti da coefficiente lette- 
rale, e siccome si è trovato c t —i s il penult. 
termine del 2. 0 tnemhro 9 nella serie che de- 
termina c^ t0 è quello che trovasi affetto 
da c s . 
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P. 92 sul fine: Raddoppi i n. £ 
1 00 , 1 0000 , 1 000000. 

1 1 4—5 • • • — ■ o,4g5oyj5 .... — 9,49^005. 

1 1 5 — 3. a di fon. 

-J~ log. 1 83 ec. — log. 120 

+ (log. 1 83 ec. — log. 1 20) ■/. 
1 23 — pentii. 

cos.ò -J- cos. c cos.{b -f- c) . . . . 

cos.b -\-cos.c-cos(b+c) 

167— 1 5 Per costituire la posizione di una 
faccia , che si suppone collocata sul piano xf, 
sicché un veritice cada in À , uno spigolo in 
Ax , si richiedono 2(m-j-3)— 3 ossia 2 ra-f-3 
coordinate : gli altri n— m— 3 vertici esteriori 
ad xy ri* esigono 3(n-ra-3): dunque per de- 
terminare tutti i vertici e quindi il poliedro 
(Legendre Geom. Lib. VI. prop. I) bastano 

2ra-f-3-f-3(rt-m-3) ossia 3(/i-2)-m elementi. 

1 72— Nota . . . lin. 6. a Ciò che non deesi dis- 
simulare per rapporto al teor. (vp) è, ch'esso 
molto giova ad abbreviare il calcolo quando 
i dati sono un cateto ed un angolo obbliquo, 
ovvero i cateti. 



178-6 




181— 15 .. . . V(«i4« -*).... VCha'-A') 

i 
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- 3...«+p s =r 

187- 15. . /.Il 2.0 II 

-16 del del 2.* 

188- 6 di fon [3o2] . . . .[3i2] 

191— 4 • • • ^=^^3 C- rVò, 

199—10. Infatti le rette ^ , ì té ec. divengono 
cateti di altrettanti trigoni ortogonali , ciascu- 
no- de' quali ha un cateto comune h. 

Se il polo da cui partono le rette tirate ai 
vertici cade in a t si ha e 

acanti': 

Sia m~ 2n , e siccome le diagonali di si- 
to pari misurano la distanza di un vertice 
dell' n*t oao regolare dagli altri,, e la sómma 
'de'loro quadrati si è trovata - 2,nr~-mr\ for- 
za è che anche la somma de* quadrati delie 
diagonali di sito dispari , innalzate al qua- 
drato, risulti ~mr % i quindi in altra guisa 3 e 
molto più semplicemente, il teòr. V. 

Con egual prontezza e facilità ottiensi dal- 
la Georn.* elementare la dimostrazione del teor. 
IV, ma sì questa che parecchie altre indagini 
analoghe le riserbiamo ad un nuovo trattato 
che ci proponiamo di pubblicare sull'amen is- 
sima e feconda teoria de* poligoni rettilinei. 

23o — §. 3/j4 su l fine» 

Coloro che inutilmente abbiano fatto pro- 
va delle loro forze per ottenere la generale 
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espressione di S (§. cit.) veggano ciò che segue. 

Condotta la MN parallela ad M'N'(F.« 146) 
projezione in xj dèlia MM"(==J) che unisce i 
punti M , M' , dati nello spazio , si ha 

MM"=f V[ MN'+M^+2MN.M''Nco^MNM'']. 

Sieno MP/NP', parallele ad Aj,MQ pa- 
rallela ad Ajc > si sostituisca z~z t per M' N , 



M'Q+N Q-2M Q.N Q^ M Q.N'Q , ossia 



(— M'N) ed avvertendo che • 

MN cos. MN T M"(=-M'N 'cor. N'M'M , 

equivale alla projezione della N M' sulla M'M, 
e chfc questa coincide con 1$ projezione della 
spezzata MQN', cioè cop 

M Qco^.QM M[=(^,) <*>*- j?.*] + N'Qc(w.QN / N 
[=MVcos.OMM=(y-y)cos.y.z],si concluderà 



Fine del Tomo Terzo, 
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E rrori Correzioni 

7—2... il coefficiente j* ... il coefficiente di i * 
io — penul. . . A/3 Af3* 

1 1 ~~ 1 2 . • • • &• — CL- — 

1 4— 1 di due curve ... di curve 

— 12. ...A 2A 

43-6. . . .F. 100 . . . . F. 96 

* 47-11 . . ..m-^~... 

5o Nota. . . (.Sopprimasi forma) 

120—14 ... può ella può 

1 2 1 — penul. . . Prisson .... Poisson 

126— 2 —x é senj . . . x,seriJ 

127— 7 • •• • ucosA'senA . . . u cosA' 9 sen. t 
— 8 . . . . t sen. fl' . . . . t se/i. & 

137—9 • • • (Sì ponga f sul fine della linea, 
e si tolga A' sul principio della 
seguente) 

165—9 di fon. . . (Tolga gli esponenti) 
176-10 AB* AB* 

178—10 §. 284 $. 484 

192—5. . . Pongansi le sgraffe { ) e Wndice... I 

e si scriva \ per * t 

198-16 ....(*-*.) . . .(x—* m ) • 



Digitized by Google 



&>4 

Errori Correzioni 

* • è 

P, i^9—3 . . (Aggiunga) viceversa se fra o,« 

inclusivamente, non esistono due 
n. 1 che sostituiti per ,r riducano 
V aggregato determini ad un va- 
lore di segno diverso , la proposta 
non ammette alcuna risolvente 
reale positiva. 
2*4-4 Perciò à supera ... perciò, siccome il i • 

» / u a \ membro della , po- 

1 0... -\p +pr)... gto ^ <m ) ^ m ? equi , 

vale a ciò che D n divgnta 
quando vi si sostituisce 
d-\- y per d, atteso il 
teor. del §. 4g3 , d su- 
pera ec. 

•o5— 3 di fon. . . *p a ^.s t . . . s t 

... • ■ . • » 

220—1Q ....§. 490 .... §. 4^6, 

Nel 1 ,° teripine delle quattro li- 
nee susseg. si è supposto p^= U 
224—4 • Infatti sostituendo d+y ( dove 

y>o) per d, la D n diviene 
D,+0>+ * DI' . ec, UA. ; da 

P R non < & deriva D;> , 

jno\topiù A tt > , perciò il 

polinomio J) a si conserva positi- 
vo dopo la sostituzione dì d-\y 
per a, a dire che Z m risulta >o 
per tutti i valori d* y fra zero ed 00, 
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mirice. la linea retta: aove ne plfCtoidi e *e- 
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